Bolum 10

BOLUM UZAYLARI

10.1 BOLUM TOPOLOJISI

Tanim 10.1.1. (X,.7) bir topolojik uzay olsun ve X kiimesi iizerinde bir
B egdegerlik (denklik) bagmtis1 verilsin. ¢ : X — X/ bélim doniigiimiine
gore, .7 topolojisinin X/f boliim kiimesi iizerindeki tiimel topolojisine, 7
nun [ ye gore bolim topolojisi denilir. Boliim topolojisini i ile gdsterelim.
(X/5,4U) uzayma da (X, .7) uzaymin [ ye gore bolim uzayr, diyecegiz.

Onerme 10.1.1. Bir U C X/B kiimesinin 3L boliim topolojisine ait olmas:
icin gerekli ve yeterli kosul p=*(U) € T olmasidar.

IsP A T: Onerme 8.2.1 den cikar.

Onerme 10.1.2. X/B bilim kiimesi dzerinde, ¢ : (X, .7) — X/ bélim
dontistimini strekli kilan en ince dokulu topoloji 4 bélim topologisidir.

Ispat icin tiimel topoloji tanimina bakiniz. (Tamim 8.2.1). Bu nerme
Tanim 8.2.2 ile verilen boliim topolojisinin tanimi olarak kullanilmigtir.

Onerme 10.1.3. g : (X/B,4) = (Z,#) fonksiyonunun sirekli olmas i¢in
gerekli ve yeterli kosul g o @ nin strekli olmasidar.

Ispat icin Onerme 8.2.2 ye bakiniz.

Onerme 10.1.4. Bir K C X/B alt-kiimesinin kapals olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul o~ (K) C X alt-kiimesinin kapal olmasidar.

Bkz. Sonug 8.2.1.
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Ornek 10.1.1. Cember iizerindeki topoloji.

Biikiiliir, ince ve diizgiin bir tel alalm. Bu teli biikerek iki ucunu bir
araya getirelim. Meydana gelen sekil bir cembere benzeyebilir. Biikme igi
diizgiin yapilmamigsa bile, meydana gelen sekil topolojik olarak bir ¢embere
egyapili olacaktir. Simdi, bu tel iizerine Oyle bir topolojik yapi kuracagiz ki
cemberinkiyle egyapili olacaktir. Kolaylik olmasi icin, ele aldigimiz ince teli
27 uzunlugunda varsayalim ve dolayisiyla, bu teli I = [0, 27| kapali aralig ile
temsil edelim. Bu aralik iizerine, gercel eksenin salt topolojisinin kondurdugu
topolojiyi ¢ ile gosterelim. Ayrica diizlemdeki

B={(z,y) eR* | a*+y* =1}

birim ¢emberi iizerine, diizlemin salt tolojisinin kondurdugu topolojiyi ¥ ile
gosterelim. Bu ¢cemberin ¢evre uzunlugu aldigimiz telin uzunluguna esittir.
Ancak, kuracagimiz topolojik egyapililik icin bu egitligin gerekli olmadigini
ileride gorecegiz.

Telin iki ucunu birlestirdigimizde 0 ve 27 ile temsil edilen u¢ noktalar
cakigtiginda, bu iki noktay1 ayni bir nokta imis gibi diigiinebiliriz. Bunu ma-
tematiksel olarak ifade etmek icin, X iizerinde agagidaki gibi tanimlanan bir
~ denklik bagintis1 kuralim: Her ¢, s € [ i¢in

t~se[(t=0)A(s=2m)V(t=2m)A(s=0))V(t =3)]
olsun. Bu bagintiya gore her hangi bir ¢ € I 6gesinin denklik sinifi
[t]={sel:t~s}

olmak tizere

Y=1I/~ = {[f]:tel}

diyelim. Denklik simiflarindan olugsan Y kiimesine, I kiimesinin ~ denklik
bagintisina gore boliim kiimesi diyoruz. Kolayca goriilecegi gibi

0] = [2x] = {0,2r}

[t] ={t},0 <t <2m

dir. Simdi yapacagimiz is, B c¢emberi iizerindeki topolojiye esyapili olan bir
topolojiyi Y {izerine koymaktir. Verilen teli birim ¢ember iizerine diizgiin
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olarak yerlestirelim. Koordinat sistemi Oyle secilebilir ki I dan B c¢emberi
iizerine tanimlanan

f:t— (cost,sint) (10.1)

doniisiimii su ozelliklere sahip olur:
Her (x,y) € B igin, eger (z,y) # (1,0) ise

x=cost, y=sint , (0<t<2m) (10.2)

olacak gekilde bir t € I 6gesi vardir. Eger (x,y) = (1,0) ise I kiimesine ait
t =0 ve t = 27 6geleri bu noktaya tekabiil ederler; yani

(x,y) = (1,0) = (cos0,sin 0) = (cos 2, sin 27) (10.3)
olur. O halde her s,t € [ i¢in, (10.1) uyarinca
t~s<= f(t)= f(s) (10.4)

olacaktir. Oyleyse, Y béliim kiimesinden B cemberi iizerine soyle bir h fonk-
siyonu tanimlayabiliriz:
Her [t] € Y igin, [t] denklik simifinin her hangi bir ¢ temsilcisini segerek

W[t = f(8), (@t elt) (10.5)

diyelim. h fonksisyonunun iyi tanimli oldugu hemen gériilebilir. Gergekten
t € [t] yerine s € [t] alimirsa, (10.4) ve (10.5) den

h([t) = f(s) = f(2)

cikar. Ote yandan h : Y — B fonksiyonunun BBO oldugunu gérmek icin

1] = [s] & A([t]) = h([s])

bagintisi yeterlidir. Artik, Y {izerine B iizerindeki ¥ topolojisine egyapili
olan bir 4 topolojisi koymak kolaydir. Bu ig i¢in, B iizerindeki topolojinin h
fonksiyonuna gore ters resmini almak yetecektir; yani

U={n ' (V):Ve?}

istedigimiz topolojidir. Boylece (Y, ) uzay1ile (B, ¥) uzay1 topolojik egyapili
iki uzay olur.
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Simdi (I, #) uzaymin ~ denklik bagmtisma gére béliim uzaymm (Y, 4()
uzay1 oldugunu gosterecegiz. I kiimesinden Y boliim kiimesine, her ¢t € [ icin
©(t) = [t] diye tanimlanan boliim doniigiimiinii diigiiniirsek (10.5) uyarinca,

We@) = f(t), (tel)

yazabiliriz; yani
hop=f
dir. Tabii, burada h fonksiyonunun BBO oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

fHU)) =7 (U), UCY (10.6)
olur. Artik asagidaki 6zeligi ispatlayabiliriz:
Vevesf(V)e g (10.7)

Gergekten, t — cost ve t — sint bilesenleri siirekli oldugundan f fonk-
siyonu siireklidir; O halde, V kiimesi B uzaymda agiksa f~!(V) ters resmi
I uzayinda agik olacaktir. Tersine olarak, V' C B alt-kiimesi Oyle verilsin ki,
bunun f~1(V) ters resmi I uzayinda acik bir kiime olsun. Gosterecegiz ki
V' kiimesi B uzaymda agiktir. Bu ig i¢in her (z,y) € V ogesine karsilik, B
¢emberi iizerinde (x,y) noktasini igeren ve V' tarafindan kapsanan agk bir
yayin varhgini géstermek yetecektir. Ciinkii B iizerindeki agik yaylar ¥ to-
polojisinin bir tabanidir (bkz. Ornek 8.18). Céziimii iki durum icin ayr1 ayr
yapacagiz:

Durum 1: (z,y) # (1,0) olsun. Bu durumda, (10.2) uyarimnca, dyle bir tek
tel, (0<t<2m)dgesivardirki (x,y) = f(t) olur. f siirekli oldlugundan,
f~HV) kiimesi, I uzayinda t 6gesinin bir agik komsulugudur. O halde ¢ €
(s,u) C f~Y(V) olacak sekilde agik bir (s,u) arahgi vardir. (Neden?) Bu
acik arahgin f fonksiyonu altindaki resmi B iizerinde agik bir yaydir ve bu
f ((s,u)) agik yayr aradigimz yaydir.

Durum 2: (z,y) = (1,0) olsun. Bu durumda, (10.3) uyarinca, f(0) =
(1,0) = f(27) oldugundan t = 0 ve t = 27 ug noktalarn f~!(V') kiimesine
aittir. O halde, dyle s, u noktalar1 vardir ki,

O<s<u<2rm
[0,5) U (u,27] € f~H(V)

olur, ki buradan,

F(10,5)) U f((u, 27))
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bilegimi istenen agik yay olacaktir.
Boylece (10.7) 6zeligi ispatlanmig olur. Artik i topolojisinin _# nin béliim
topolojisi oldugunu gérmek kolaydir. Gergekten (10.6) ve (10.7) ifadelerinden

Ueds hU)e?
& fT(MU)) € 7
¢ i(U)e g

¢ikar; yani
U={Ucy | ¢\U)e s}

dir. Onerme 10.1.1 uyarmca, 4 topolojisi, # topolojisinin ~ denklik bagin-
tisina gore boliim topolojisinden bagka bir sey degildir.

Bu 6rnek bize, birim c¢ember iizerindeki 7 topolojisi yerine Y boliim
kiimesi iizerindeki {{ boliim topolojisini alabilecegimizi gostermektedir.

Ornek 10.1.2. s ile ¢ gercel sayilar1 arasindaki fark 27 sayisinmn bir tam
katina esitse, yani s —t = 2km olacak gekilde bir k£ tam sayis1 varsa s =
t(mod27) diyoruz. Bu bagimt1 R gergel sayilar kiimesi iizerinde bir denklik
bagmtisidir. R nin bu bagmtiya gore boliim kiimesini R/(mod27) ile gos-
terelim. Kolayca goriilebilecegi gibi, yukandaki 6rnekte inceledigimiz [/ ~
kiimesi ile R/(mod27) kiimesi eggiigliidiirler. Gergekten, I iizerinde tanim-
lanan ~ bagintis1 R iizerindeki s = ¢t (mod27) bagintisinin [0, 27] arahig
tizerine kisitlanmigindan bagka bir gey degildir. Dolayisiyla I/ ~ iizerine de
kurulabilir ve bu topoloji R iizerindeki salt topolojinin R/(mod27) iizerin-
deki béliim topolojisidir.

Tabii, bunun yine birim ¢ember iizerindeki ¥ topolojisine egyapih olacag
apagiktir. Bu 6zelik Fourier Analizinde biiyiik bir 6neme sahiptir. [21], [11],
[26]

Ornek 10.1.3. Ornek 10.1.1 te alinan I araliginin uzunlugunun birim cem-
ber ile kurulacak egyapililik i¢in énemli olmadigini sdylemistik. Bu uzunluga
denklik bagintisinin periyotu diyecegiz. Periyot uzunlugunu istedigimiz gibi
saptayabiliriz. Gergekten [0, 27| arahig1 yerine, rnegin, [0, 1] birim aralig: ko-
nulursa Ornek 10.1.1 deki isler aynen tekrarlanabilir. Bu durumda, [0, 1]
araligindan birim ¢embere (10.1) ile tanimlanan fonksiyon yerine

f:t — (cos2mt, sin 27t)

fonksiyonunu almak gerekecektir.
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Tabii, [0, 1] arahg: yerine biitiin R gercel say1 eksenini ahp {izerinde
r=y(modl) e x—yeZ

denklik bagmtisimi tamimlayabiliriz. Salt topolojinin R/(modl) bolim kii-
mesi iizerindeki boliim topolojisi, birim ¢ember iizerindeki ¥ topolojisine
egyapilidir.

(X, 7) uzayindan (X/f,4) boliim uzayma tanimlanan ¢ boliim donii-
siimii agik (ya da kapali) bir déniigiim olmak zorunda degildir. Ama bu do-
niigiim, X uzaymin bazi agik kiimelerini X/ boliim uzaymin agik kiimeleri
iizerine resmeder. Simdi bu 6zeligi inceleyelim.

Tanim 10.1.2. Agagidaki 6zeliklere sahip bir A C X alt-kiimesine (8 denk-
lik bagintisina gore) doymusg bir kiimedir, denilir:

r€A ve ybr=yeA

Yani doymusg bir kiime, birbirine denk olan biitiin 6geleri iceren bir kiimedir.
Boliim kiimesine ait her alt-kiimenin boliim doniisiimii altindaki ters resmi
daima doymusg bir kiimedir. Ger¢ekten V' C X/f ise

€ N V) ve zfy= pr)eV
p(z) = ply) =y e (V) (10.8)

olur ve bu isteneni ispatlar. Tersine olarak, A C X doymus bir kiime ise
A = o7 (V) olacak gekilde bir V' C X/ kiimesi vardir. Gergekten V = ¢(A)
kiimesi isteneni saglayacaktir. Ciinkii

A doymus =@ ' o p(A)=A (10.9)

olur (bkz. 6.Problem). Ayrica, ¢ orten bir doniigiim oldugundan, her U C
X/p igin

pop H(U)=U (10.10)
olacaktir. Bu o6zelikleri kullanarak su énermeyi soyleyebiliriz:

Onerme 10.1.5. Bélim topolojisinin ac¢ik kiimeleri doymus acik kiimelerin
bolim doniisimi altindaki resimlerinden ibarettir.
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IspaT: Onerme 10.1.1ile (10.9) ve (10.10) uyarmca

U={UcX/Ble'(U)e T}
={pT)|Te.7 ve T doymus} (10.11)

esitligi kolayca saglanabilir.

Elbette, yukaridaki 6nerme bdéliim doniigiimiiniin acik bir doniigiim ol-
dugu anlamina gelmez. Ciinkii, bu doniigiimiin, doymusg acik kiimeleri agik
kiimeler iizerine resmedecegini biliyoruz. Herhangi bir agik kiimeyi acik bir
kiime {izerine resmetmeyebilir. Benzer olarak, boliim doniigiimiiniin kapal
bir doniigiim olmasi gerekmedigini de soyleyebiliriz (bkz. 2.Problem). [15],
[16] . [18]

10.2 KARMA PROBLEMLER

1. Bir topolojik uzay iizerinde egitlik bagintist bir denklik bagintisi olarak
diigiiniilebilir. Buna goére olugacak boéliim uzayini bulunuz.

2. ¢ : X — X/f boliim doniigiimiiniin agik bir doniigiim olmast igin gerekli
ve yeterli kogul, her A C X alt-kiimesi igin p(A°) = (p(A))° olmasidir.
Benzer olarak, boliim doniigiimiiniin kapali bir doniisiim olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kogul her A C X alt-kiimesi icin ¢(A) = (¢(A))
olmasidir. Gosteriniz.

3. Kapali birim aralig [ ile gosterelim; yani I = [0,1] olsun. K = I x [
kapali birim karedir. Bunun iizerinde, diizlemin salt topolojisinin kon-
durdugu topoloji varolsun. K nin diigey iki kenar iizerinde yiikseklikleri
esit olan noktalar: birbirine denk sayan bir denklik bagintis1 tanimlaya-
lim. Bu bagintiya gére K nin boliim kiimesi B x I dairesel silindiridir.
Boliim uzay inceleyiniz. (B birim ¢emberdir.)

4. Onceki soruda K nin yalmz diisey kenarlar iizerinde denklik kurmus-
tur. Simdi buna ek olarak yatay kenarlar iizerinde de, sol kenara olan
uzakliklar1 egit olan noktalar1 denk sayan bir baginti diigiinelim. Bu
bagintiya gore, K nin boliim kiimesi B x B toru (simit yiizeyi) dur. Bu
tor R? x R? = R* Oklid uzayinin bir alt uzayidir. Inceleyiniz.

5. Birim karenin diigey kenarlari iizerinde birisi agagidan yukariya dogru,
oOtekisi yukaridan asagiya dogru ol¢iilmek {izere, egit uzaklhiktaki nokta-
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lar1 denk sayan bir bagint1 diigiinelim. Bu bagntiya gére K nin bdliim
kiimesi Mobiiis serididir. Inceleyiniz.

B bagintist X kiimesi iizerinde bir denklik bagintis: olsun. Eger A C X
alt-kiimesi 3 bagintisina gére doymus bir kiime ise ¢! o p(A) = A
esitliginin saglandigini gosteriniz.

Onerme 10.1.5 in ispatinda varhigi séylenen esitligi saglayiniz.

¢ : X — Y bir boliim doniigiimii ise, ¢ nin bir doymus ac¢ik ya da
kapal alt kiimeye kisitlanmigi da bir boliim doniigiimiidiir. Gdsteriniz.

f (X, 7) — (Y,.) siirekli ve orten bir fonksiyon ise 7 topolojisinin
bir tabanini .%’ topolojisinin bir tabanina resmeder mi? Simgelerle s6y-
lersek, # ailesi 7 topolojisinin bir tabam oldugunda f(%) ailesi .7
topolojisinin bir tabani olur mu? Neden?

I (X,7) — (X,7) ozdeglik (birim) fonksiyonu her z € X igin
I(x) = x olan fonsiyondur. I 6zdeglik doniigiimiiniin bir topolojik egyap1
doniigiimii (homeomorphism) oldugunu gosteriniz.

f (X, 7) = (Y,.) fonksiyonu bire-bir-i¢ine (injective) olsun. Eger
f ve f~! fonksiyonlarmin her ikisi de siirekli iseler, f fonksiyonuna bir
gomme donisimidir, denilir. Bu durumda, her x € X i¢in g : z —
ftof(x) diye tanimlanan g fonksiyonu bir topolojik esyap1 déniigiimii-
diir (homeomorphism). Gésteriniz

Bir s ailesini alt-taban olarak kabul eden topolojinin, s ailesini kapsayan
biitiin topolojilerin arakesitine esit oldugunu gdsteriniz (bkz. Onerme
7.2.2).

Topolojik Toplam Uzay: (X,, ;) uzaylar verilsin. + # 3 = X, N X, =
0 olsun. Bu kogulu saglayan uzaylar ailesine ayrigik (dijoint) uzaylar
denir.

S=UZ,=U{T : ()T e}
bilegimi {izerinde .7 ailesini gdyle tanimlayalim:

UcT sUnX, e, el

(8,.7) bir topolojik uzaydir. Gosteriniz. (Bu uzaya (X,, Z,) uzaylarimn
topolojik toplam uzay: denilir.)
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14. Bir X kiimesi iizerideki .7 ve % topolojileri arasinda .77 < % bagimtist
var ise .7} < .7 bagmtisinin da oldugunu gosteriniz.



