i 2.3

Belirli Integral

& ()
-
a b

Sekil 23.1: Diizlemsel bélgenin alani

Diizlemde kare, dikdortgen, iicgen, cember gibi iyi bilinen geometrik sekillerin
alanlarin1 bulmak i¢in uygun formiiller kullaniyoruz. Ama, uygulamada alanini
bilmek isteyecegimiz diizlemsel alanlar, yukarida sayilan sekillerden hig biri-
sine benzemeyebilir. Ustelik bunlarin sayisi bilinen geometrik sekillerden daha
coktur.

Bilimin her alninda oldugu gibi, matematik de kurallar1 genisletme ve miim-
kiinse genellestirme pesindedir. Belirli integral bu gereksemeden dogmustur.
ik genellesme, bilinen geometrik sekiller yerine, bilinen fonksiyonlarla sinir-

583
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lanmis diizlemsel bélgelerin alanlarinin hesaplanmasi isidir. Daha sonra ¢ok
boyutlu uzaylarda ylizey alanlarini bulmaya genisletilmistir. Ayrica, fizikte farkl
amaclarla kullanilmaya baslanmistir.

Simdi bir [a, b] araliginda taniml f(x) fonksiyonunu diistinelim. Ox- ekseni
x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun sinirladig1 diizlem-
sel alan1 hesaplamak isteyelim. Genisleme i¢cin daima iyi bildigimiz kavramlara
dayaniriz. Dikdo6rtgenin alanini iyi bildigimize gore, s6z konusu diilemsel alani
dikdortgenlere ayirmaya calisalim. Tabii, y=f(x) fonksiyonu Ox-eksenine para-
lel bir dogru degilse, dikdortgenlerin alanlarinin toplami ancak gercek alanin
yaklqasik bir degeri olur. Simdi bunu geometrik olrak aciklayalim:

¥

el e T e e e T T e e T et e e e et e s T et e e B

T E T T EEITEREETY.

* & * * P ]
4 5 X i e
a X Xy Xy X, b

Sekil 23.2: Egri altindaki alanin yaklasik degeri

Once, f fonksiyonunun [a, b] aralif1 iizerinde pozitif degerler aldigini varsaya-
lim. [a, b] araligini, esit olmasi gerekmeyen alt araliklara bolelim:

A=X)<X1<X<..<Xp_1<Xp,=b (23.1)

Her [x;_1, x;] araliginda bir ¢; noktasi secelim. f(c;) = yi diyelim. Ox- ekseni
x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun sinirladig1 diizlemsel
alan, yaklasik olarak tabani1 Ax; = x; —x;_; ve yliksekligi y; = f(c;) (i =1,2,...,n)
olan dikdérgenlerin alanlar toplamina esittir. Bunu soyle ifade edelim:
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n
Sp= Z ViAx; = y1Ax1 + Yo Axo + ...+ YnAxy (23.2)
i=1
(23.1) ifadesine [a, b] araliginin bir béliintiisii (partition), (23.2) toplamina da
bu parcalanisa ait Riemann toplami denilir. Ayrintiya girmeden, f nin belirli
kosullar1 saglamasi durumunda, en biiyiik Ax; uzunlugu sifira yaklasirken (23.2)
toplaminin varliginmi séyleyecegiz:

n
lim  s,= lim ) yiAx; (23.3)

max{Ax;}—0 max{Ax;}—0 izl

Tabii, lim;;qx(ax,1—0 oldugunda alt araliklarin sayis1 sonsuz olur ve her bir alt
araligin uzunlugu sifira yaklasir. Dolayisiyla, (23.3) toplami bir sonsuz serinin
toplamina doniisiir.

23.1 Integral Kurallar

Teorem 23.1. f(x) ile g(x) fonksiyonlari [a, b] araliginda tanimli ve integralle-
nebilen iki fonksiyon, k € R sabit bir say: ise, asagidaki bagintilar vardir:

L fP(f+gdx= [P fydx+ [P gx)dx

Y

ff kf(x)dx= kfff(x)dx, (k sabit sayr)

[P kfdx [€ fdx+ [P g(x)dx, (ce€la,b)
S kdx = k(b-a)

Ji fdx=— [§ fxdx,

[ fodx=0,

@

b

&

ISH

7. x €la,b] ve m, M sabit say!r olmak iizere m < f(x) < M ise

b
m(b-a) S[ fx)dx<=M(b-a)

S

f,ff(x)dx) < [2Ifldx, (a<b)

©

x € [a,b] icin f(x) =0 isefff(x)dxzo

10. x€la,b] igcin g(x) = f(x) isef:g(x)dxszf(x)dx
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23.2 Calculus’un Birinci Temel Teoremleri

Calculus’un 1.Teoremi

Teorem 23.2. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise;
F(x) =[P fdx, xela bl

foksiyonu (a, b) araliginda siireklidir, tiiretilebilir ve
F'(x)=f(x) xe€(ab)

esitligi saglanir.

Calculus’un ikinci Temel Teoremi

Teorem 23.3. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise, yukaridaki gosterim-
ler altinda,

b
f f(x)dx=F(b)—-F(a) (23.4)

dir.

Ornek 23.1.

y=f(x), Ox, x=a, x=>b egrilerinin siirladig1 diizlemsel alan,

b
f fx)dx (23.5)
a

belirli integrline esittir.

Ornek 23.2.

¥y =2x egrsi, Ox dogrusu, x = 1 ve x = 2 dogrularimin sinirladig diizlemsel alani
bulunuz.

2
A= f 2xdx (23.6)
1
S (23.7)
=2°-1=3 (23.8)

x1=2 (23.9)
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¥ A

\) T/};ix)dx

Sekil 23.3: Diizlemsel Alanin Belirli Integral Ile Hesaplanmasi

Ayni sonucu, Sekil 23.5’deki yamugun alan formiilii ile de bulabiliriz. Animsaya-
caginiz gibi, yamugun alani, taban uzunluklar1 toplaminin yarisinin yiiksekligi
ile carpimina esittir.

Bazi araliklarda y = f(x) fonksiyonu negatif degerler alabilir. O zaman (23.2)
Riemann toplamindaki negatif y; ler i¢in gikd6rtgen alanlari negatif olur. Oysa,
diizlemsel alanin degeri daima pozitif olmalidir.Negatif alan tanimmbh degildir.
O nedenle, negatif alanlar1 pozitif yapmaliy1z. Bunu yapmak i¢in fonksiyonun
negatif degerler aldig1 araliklar saptar ve onlar icin buldugumuz belirli integrali
pozitif yapariz. Bu eylemi prtik bir formiile baglamak da miimkiindiir:

b
A:f [f(x)|dx (23.10)

Ornek 23.3.

egrisi altinda ve [%, 1] alaig1 tizerinde kalan alani bulunuz. Verilen bolgede y =
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b
fﬂ f(z)dz
f(x)

0/ a b IF

Sekil 23.4: Diizlemsel Alanin Belirli integral ile Hesaplanmasi

—

2

Sekil 23.5: Yamugun Alani
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Sekil 23.6: Negatif Alanlar
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cos x fonksiyonu pozitif degerler aldig1 icin, istenen alan,

1
A:f cosxdx = sinxl(l).5 (23.11)
0.5
=sin(1) —sin(0.5) (23.12)
=0.841-0.479 (23.13)
=0.362 (23.14)
olur.
oEf T
06 iz
0.4
0.2r
(.5 0.7 0.8 .9 1.0
Sekil 23.7: y = cos x altindaki Alan
Ornek 23.4.

Yaricapi r = 3 olan dairenin iist yar diizlemdeki alanini bulunuz.
A 3
3 :f v9—x2dx=2f3 1—-sin?t costdt, [x=3sint, dx=3costdt]
0
= fScos2 tdt
3
= z[(l +cos2t) dt

3 3
=—t+—f0052tdt
2 2

3
B 3[3 sin-'(5y+ & 32— x?
2Jo 3 32

0

7 0
=33 -3 sin Tl (m) -0V 02
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olur.

Ornek 23.5.

[0,2] arahginda y = x° ile y = 4x + 1 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanim
bulunuz.

2 P 2
A:f [(x3—(4x+1)]dx:——2x2—x
0 4 0

=-6
olur.
Ornek 23.6.

[-1,3] araliginda y = x> +3x + 1 ile y = 2x — 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel
alanini bulunuz.

3 A y2 3
A:f [(x3+3x+1)—(2x—3)]dx:_+_+4x
-1 4 2 .

=40
olur.

Ornek 23.7.

[0,1] arahginda y = x* — 2x ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanim
bulunuz.

1 B 12 1
A:f (x*—2x)dx=—+—
0 3 0
_ 2
B
olur.
Ornek 23.8.

[-1,5] araliginda y = 2+2x—x? ile y = —2x—3 egrileri arasinda kalan diizlemsel
alanini bulunuz.
3 5

5
A:f [242x—x%) —((-2x-3)]dx = %+2x2+5x
_1 _1

=36

olur.
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Ornek 23.9.
[M M] Lis =— —x%i = —2x — 3 eprileri
>, —5—] arah@inda y = -3 +2x — x“ ile y = —2x — 3 egrileri arasinda kalan
diizlemsel alanini bulunuz.
15 , B 38 s |
A= (2+2x—x})—((—2x-3)ldx= — + + +8x
1-v5 3 3 1-\5

2

=13.044

olur.

Ornek 23.10.

[-3,3] araliginda y = —7 + 2x + 3x% — x° ile y = —7x + 20 egrileri arasinda kalan
diizlemsel alanini bulunuz.
3 x 9x2 3
2_ .3 3
Azf [(=7+2x+3x"—x")— ((-7x+20)]dx = T +x°+ - -27x
-3 -3

=-108
olur.
Ornek 23.11.

[1,3/2] araliginda y = 3x? — 5x + 3 ile y = x? egrileri arasinda kalan diizlemsel
alaninmi bulunuz.

2o 2 2x>  5x? 2
A= [(3x _5x+3)_(x )]dx: -+ — +3x

1 3 2 1
1

24

olur. Alan negatif olamayacagindan, integralin mutlak degeri alinirsa sonug ﬁ
cikar.

Ornek 23.12.

[-3,3] araliginda y = 9—3x? ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin
bulunuz.
3 3,3

= x
A:f *O-x¥)dx=9x- —
1 3|3

=36

olur. Alan negatif olamayacagindan, integralin mutlak degeri alinirsa sonug i
cikar.
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Ornek 23.13.
[4,10] araliginda y = ngg ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bu-
lunuz.
10 9y 90 gy
A:f 5 dx:f —_—, [u:x2+9, du=2xdx)]
5 X°“+9 16 U
90
= logul
1o 90
~ %8s
=log458
olur.
Ornek 23.14.

[0,1] arahiginda y = 2x — x? ile y = x? egrileri arasinda kalan diizlemsel alanim
bulunuz.

1 1
A:f [(2x—x2)—x2]dx=2f 8x—x%)dx
0 0

31

(x2 X
2| -
2 3

0

W =

olur.

Ornek 23.15.

y = x—3ile y = y/x egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.
Cozliim:

Fonksiyonlar1 x = f(y) biciminde yazmak islemleri kolaylastiracaktir:
1
A=f (y+3)-)dy= [x=y+3,x=)7
-1

1

=/ (y+3—y2)dy
-1

1

1 2 1 3)
=[=y2+3y-=
(2y =37,

(1 1) (1 1)
=(=+3-2|-[z-3+=
2 3) 2 3

olur.
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Ornek 23.16.

x = y?ile x = y +5 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.
Cozliim:

Fonksiyonlar1 x = f(y) biciminde yazmak islemleri kolaylastiracaktir:

2
A:fl I(y+5)—y*ldy = (x=y+5, x=y?]
2 .2 3
y Yy
= _+5 — (=
fl(z y=G5)
2 3
y 4
5 y (3)
—(2 1)+(10 5) 8_1
72 3 3
=417
olur.
Ornek 23.17.

y = x? ile y = x egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

olur.

Ornek 23.18.

y = x%+y? =25ile y = 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanmni bulunuz.

4
A =f (=3 +2V25—x2)|dx
-4
= 50sin‘1(il)
B 5
= 46.3648

olur.
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Ornek 23.19.

y = x?> + y? = 25 ile x = 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

5
A= f [(+2V25 - x2)|dx =257
-5
=7.53.98

olur.

Ornek 23.20.

y = x? ile x = 2x + 10 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

3 2 1 3
2 3
A:f 2x+10-x"|dx = 5x+3+10x—§(x ))
-2

-2

27 8
=9+30- - —(4—20+—
3 3

8
=9+30-9)-4-20+ §)
=30-(-16+2.67) =30-(13.33) =43.33
olur.

Ornek 23.21.

y=4x*ile y = XT” egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

2 x+2 1 (2 2
A:f |——4x2|dx:—f x+2—4[ x*dx
0 7 7 0

5 0.5 5
1 (x? 3\ [
=_ (—+2x—4—)
7\2 0.5
1 8 0.125
=2 (2+4-0125+1) 4| - —=
7 3 3

1
= = (6—1.125)—-4(2.67—-0.04)

= ; (4.875]) —4(2.63)
=9.82

olur.



596 BOLUM 23. BELIRLI INTEGRAL

Ornek 23.22.

¥ =x(x—1)(x —2) ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.
Coziim:

Grafigi cizersek, istenen alanin [0, 1] araliginda pozitif [1,2] aralifinda negatif
oldugunu gorebiliriz. Ohalde toplam alan soyle olacaktir:

Pozitif alan,
1 ¥ 3x3 2x2|
A:f(x3—3x2+2x)dx:———+—
0 4 3 2 o
4 1
X
= -3+
4 0
_1 1+1-(0)
4
_1
T4
olur.
Negatif alan,
2 38 2x2)
B:f(x3—3x2+2x)dx:——— —
1 4 3 2 |1
4 2
X
= — -+
4 1
—(16 8+4) (1 1+1)
4 4
1
=0-=
4
_ 1
4

olur.

Toplam alan

= (23.15)

1
A=A+|Bl=-+
4

==

olur.

Ornek 23.23.
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y = x(x —3) ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

Coziim:

Grafigi cizersek, istenen alanin [0, 3] araliginda negatif [3,25] araliginda negatif
oldugunu gorebiliriz. Ohalde toplam alan soyle olacaktir:

Negatif alan,
3 B 3x2 2x2)
A:f (x*>-3x)dx=——- "+ =
0 3 2 2 o
27 3x9. 0 3><0)3
32 327
=9 27) (0)
- 2
1
=—4-=
2
=-4.5
olur.
Pozitif alan,
5 B 3% 2x2)
B:f (x*-3x)dx= — - — + =
3 3 2 2 |3
_ 25 _3x25 27 3><9)3
3 2 3 27
—(41+2 37 1) (9-13.5)
B 3 2 '
2
=8+
3
26
3
olur.
Toplam alan
26 2
A=|A|+B=4.5+?=13+§ (23.16)

olur.

Ornek 23.24.
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y = x*> + x + 4 ile Ox ekseni arasinda ve [1,3] aralig1 iizerinde kalan diizlemsel
alanini bulunuz.

3 ) X3 x2 3
A= x“+x+4)dx= ——+4x
1 32 1

27 9 1 1
=(—+=-+12)-(=+=+4)
3 2 3 2

51 29
2 6
_ 62
K

olur.

Ornek 23.25.

¥ = x(3—x) egrisiile y = x dogrusu arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.
Cozlim:

Parabol ile dogrunun kesisim noktalarinin apsisleri x = 0 ile x = 2 dir. Istenen
alan pozitif bélgededir. O bélgede x(3 — x) = x dir. Ohalde

2 3x2 x3 x2
A= — - - - _
fo (x@B-x) - (x)dx 2 "3 2,

olur.
Ornek 23.26.

y=sinx egrisiile y = \/% dogrusu arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

Coziim:
y = sinx egrisi ile dogrunun kesigim noktalarimin apsisleri x = 7 ile x = %’ diir.
1

Istenen alan pozitif bélgededir. O bolgede sinx = 7 dir. Ohalde egri altinda
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kalan alan

31

4 s
A:f sinxdx = cos x| 2
4 T

4

olur.

Bundan dogru altinda kalan alani ¢ikarmaliyiz. Dogru altinda kalan alan

-5
B=|—-=|x
4 4
b g 1
= — X —
4 2
_ T
22

C=A-B
B 2 T
V2 2V2
_ 4—7
2v2
olur.
Ornek 23.27.

3n

3 (f)]
COS 1 COS 1

|5

Sile

599

y =3x?-5x+3ile y = —x? egrilei arasinda kalan diizlemsel alanim bulunuz.

Coziim:

Birinci parabolun koékleri yoktur;dyleyse Ox eksenini kesmez. Bas katsay1 po-
zitif oldugundan parabol iist yar diizlemdedir. Ikinci parabol baslangi¢ nok-
tasindan gecer ama egri alt yar1 diizlemdedir. Dolayisiyla bu iki egri kesismez
ve ortak bir diizlemsel alan belirlemez. Bu durumda sorunun yanitt Alan = 0

olacaktir.
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Ama istersek, belirli integrak formiiliinii uygulayabiliriz. Integral sinirlar i¢in
3x2 —5x+ 3 — x% = 0 denkleminin kéklerini alirsak,
1.5 253 552 L5

A:f [(3x* —5x+3)— x*ldx = =~ +3x
1 3 2 1

1

24

cikar. Ancak bu sonucun problemde istenen alan degil, 3x> —5x+3) — x> = 0

egrisi ile Ox ekseni arasinda kalan alan oldugunu bilmeliyiz.
Ornek 23.28.

Asagidaki belirli integrali bulunuz.

Coziim:

2 ¥ 253 2
A:f [(7+3x—2x2—x3)—(—x—l)]dx:————+2x2—6x
-2 4 3 2
104

3
cikar.

Ornek 23.29.

Asagidaki belirli integrali bulunuz.

Coziim:

3 x* 9x?2 3
A:f [(7+2x-3x>—x3) = (-7x+20)]dx = —Z+x3+7—27x
-3 -3

=-108
cikar.
Ornek 23.30.
Asagidaki belirli integrali bulunuz.
Coziim:
! B X 1
AZ[ (x}—x?>—4x) - (-3x-1)]dx=—-"=—-=— +x
-1 4 3 2 7|,
4
=—-~=1.3333
3

cikar.
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Ornek 23.31.

y = (3—2x—x%) — (x—5) egrisi ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel alam
bulunuz.

Coziim:

(3—2x—x%) — (x—5) = 0 denkleminin kékleri x = 3 (1 v/5) oldugundan istenen
alan,

20+V8) 2 ¥ 3x? 21+V5)
A:f [(3—216—)6)—(x—5)]dx:____+8x
20-V9 3 2 11-y5)
35v5
= (;/_ ~ 13.044

cikar.

Ornek 23.32.

y= (x3 = (4x+1) egrisi ile Ox ekseni arasinda ve [0,2] arali1 {izerinke kalan
diizlemsel alani1 bulunuz.

Coziim:
(x® = (4x + 1) = 0 denkleminin kokleri x = %(1 ++/5) oldugundan istenen alan,
4 2

2
A=f (- (dx+1D)]dx= - — —2x% —x
0 4 0

=-6
cikar.

Ornek 23.33.

y = (8x — x* — 2x) parabolii ile y = 0 ekseni arasinda ve [0,8] aralig iizerinde
kalan diizlemsel alan1 bulunuz.

Coziim:

8 2 6x2 |
A:f 8x—x*—2x]dx= ———
0 3 2 |p
64
= — ~21.333
3

cikar.



602 BOLUM 23. BELIRLI INTEGRAL

Ornek 23.34.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.

Coziim:

5 x 5
A:f 2+2x—x°]dx = —Z+2x2+5x
-1 -1

=-78
cikar.
Ornek 23.35.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.

Coziim:

5 x 5
1:[ 2+2x—x°]dx = —Z+2x2+5x
-1 -1

=-78
cikar.

Ornek 23.36.
Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.

Coziim:

3 x2 3
sz [(x*+3x—4)— (x* —2x+1)]dx = 5(?_,5)
0

0

=— =75

cikar.

Ornek 23.37.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.

Coziim:
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2 X
1=f [(x3—@x+1D)]dx==—-2x>—x
0

cikar.

Ornek 23.38.

603

y? = 4ax parabolii ile x*> = 4ay parabolii arasinda kalan diizlemsel alan1 bulu-

nuz.
Coziim:
4a 1 x2 x% x3
A:f 2vax2—-"—|dx=|2vVa—>—-—
0 4da % 12a 0
4/ a s 64a°
- i(z}a)% -
3 12a
_32d* 64a”
-3 12
_ 128a* - 644’
B 12
_ 164®
T3
cikar.
Ornek 23.39.

4a

y =2x+10 dogrusu ile y = x? parabolii arasinda ve [-2,3] aralig1 iizerinde kalan

diizlemsel alani1 bulunuz.

Coziim:
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3 2x2 12\
A:f [2x+10—x2]dx= (—+10x——x3)
» 2 3

-2
3

1
= (x2 +10x — §x3

=2

= 9+30- 20y~ (4-20+ )
3 3

= (9+30-9) - (4—20+2.67)

=30~ (~16+2.67)

=30~ (~13.33)

=43.33

cikar.

Ornek 23.40.

y =2x+10 dogrusu ile y = x? parabolii arasinda ve [-2,3] aralig1 iizerinde kalan
diizlemsel alani1 bulunuz.

Coziim:

3 2x* 1
A:f [2x+10—x2]dx:(—+10x——x3)
-2 2 3

1
= (x> +10x— §x3

-2

— 9+30- 2y —(a—20+ )
3 3

=(9+30-9) - (4—20+2.67)

=30 (~16+2.67)

=30 (~13.33)

=43.33

cikar.

Ornek 23.41.

y= xTJ“Z dogrusu ile y = 4x? parabolii arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.

Coziim:
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x? 4 41
(=—+2x—=x
2

1
ZC_ax?|dx==
7

2
A=
0.5

0.5

1 8 0.125
= - [2+4-(0.125+1)] -4 |- — ——
7 3 3

1
= ;(6 —1.125) — 4(2.67 — 004)

= %(4.875) —4(2.63)

=-9.82

cikar.

Ornek 23.42.

x = y? paraboliiile x = y + 5 dogrusu arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:

Bu sorunun ¢6ziimii icin koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek kolaylik
saglayacaktir.

2
1

2 2 J’z 1 4
A:f [J’+5_J’]dy= (—+5y—(—y)]
1 2 3

( 1
=|2--
2

=4.17

+uo—m—(§—l)
3 3

cikar.

Ornek 23.43.

y = x? parabolii ile y = /x prabolii arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:
Egrilerx = 0 ile x = 1 noktalarinda keisir.

1

! 2 23 13
A:f [Vx—x"]dx=|(5x2-(=x)
0 3 3

0

1
3

cikar.
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Ornek 23.44.

y = 2x? parabolii ile y = 4x + 16 dogrusu arasinda kalan diizlemsel alan1 bulu-
nuz. Coziim:

Egrilerx = —1 ile x = 3 noktalarinda keisir.

3 3 2 3
A:f [(4x+16—(2x2+10)]dx:f [-2x* +4x+6]dx = —§x3+2x2+6x
-1 -1 -1
64
3
cikar.
Ornek 23.45.

y=sinxile y =cosx, y =0, x =0 ve x = 7 egrileri arasinda kalan diizlemsel
alani bulunuz.
Coziim:

I

7] arali-

Egriler x = 7 noktasinda kesisirler. [0, 7] arahginda cosx = sinx ve [%,
ginda sin x = cos x oldugundan, alan,

2

A:f4 [cos x —sin x] dx+f [sinx—cosx]dx
0 1

= (sinx+cosx)|g + (—cosx —sinx)|
= \/E—1+(\/§—1)
=2v2-2=~0.828427

EERNIE]

¢ikar.

Ornek 23.46.

xX= % y? —3ile y = x — 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:

Bu sorunun ¢6ziimii i¢in koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek kolaylik
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saglayacaktir.

4 1
A:f (y+1)—(—y2—3)]dy
2 2
—f4 [—l 2 4y+4
=), |72 Y

1 5.1,
==y’ +-y +4
(GJ’ 2)’ y

dy

4

-2
=18

cikar.

Ornek 23.47.

x=-y?+10ile x = (y — 2)? egrileri arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:

Bu sorunun ¢6ziimii icin koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek kolaylik
saglayacaktir.

3
A:f [-y*+10- (y-2)%]dy
-1

3
=j;1 [-2y%+4y+6]dy
3

2
= (—§y3+2y2+6y
_ 64
R

-1

cikar.



Dizin

béliintii, 585
belirli integral, 583

calculus’un ikinci Teoremi, 586
calculus’un Birinci Teoremi, 586

definite integral, 583
integral kurallari, 585

partition, 585
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