TIMUR KARAGCAY, HAYDAR ES,

ORHAN OZER, SERKAN ALI DUZCE

KALKULUS

NOBEL






Contents

1 Olasilik 3
1.1  OlasthgmKisaTarihgesi . . . .. ................ 19
1.2 OlasihkNedir? . ... ... ... ... ... ... ...... 20
1.2.1 OlasihikFonksiyonu . . . . ... ... ............ 20
1.2.2 EsOlumluOrnekUzay . ................... 20
1.23 BagimsizOlay . ........... ... ... ..... 20
1.24 KosulluOlasihik . ....................... 20

10 Polinomlar 3

10.1  Bir Belirsizli Polinomlar . ... ................ 151
10.2  CokBelirsizli Polinomlar . ... ................ 153
10.3 Terimleri Kuvvetlerine Gore Siralama . . . . . ... ... .. 154
10.4 IkiPolinomunEsitligi . ..................... 154
10.5 Uygulamalar . ... ....... ... ... .......... 155
10.6  Polinomlar Kiimesi Uzerinde iglemler . . .......... 156
10.7 Toplama . . .. ... .. ... ... 156
10.8 Uygulamalar . ... ....................... 158
109 Cikarma . . ... .. .. 159
10.10 Uygulamalar . ... ..... .. ... ... .......... 160
10.11 Carpma . . . . . . ot e e e e e e 160
10.12 Sayil (skalerle) Carpma . . . ... ............... 163
10.13 Uygulamalar . ... ..... ... .. ... .......... 164
10.14 BaghcaOzdeslikler . .. .................... 164

10.14.1 Iki Terim Toplaminin Karesi . . . . .. ... ........ 164

10.14.2 1ki Terimin Farkinin Karesi . . . . . ... ... ....... 165

10.14.3 iki Terimin Toplamu Ile Farkinin Carpimi . . . . . .. .. 165

10.14.4 Ug Terim Toplammnm Karesi . . . . ... ... ....... 166

10.14.5 iki Terim Toplaminin Kiipti . . . . .. .. oo 0 oo u .. 167

10.14.6 Iki Terim Farkinin Kiipti . . ... ... ... ........ 168

10.14.71kiKip Toplami . . . . ... ...... .. ......... 168
10.15 iki Terimlinin Kuvvetleri . . .................. 170
10.16 Ahstirmalar . . .. ... ... ... ... Lo 173
10.17 PolinomlardaBélme . . . . ... ................ 174
10.18 Uygulamalar . . ... ... ... ... ... .......... 179
10.19 BolmeAlgoritmast . . . . . . .. .. o 180
10.20 CarpanTeoremi . ... ..................... 181

10.21 Uygulamalar . . ... ... ... ... ... .......... 183



10.22 Uygulamalar . . ... .. .. ... ... .. .. ........ 184
10.23 Horner YontemiileBélme . ... ... ... ... ... ... 185
10.24 Bir Polinomun (x—a) (x—b) ile Boliinmesinden Elde Edilen
Kalan. .. ... ... ... . .. . 186
10.25 Uygulamalar . .. ...... ... ... . ........... 189
10.26 Ahstirmalar . . . .. ... .. ... e 191
10.27 Polinomlarin Carpanlara Ayrilmast . . . . ... ....... 193
10.28 Karmagiklari Basite indirgemek! . . . . ... ......... 193
10.29 ebob,ekok. . . ... ... . L 194
10.30 Cebirsel ifadeleri Carpanlara . . . . ... ........... 196
10.30.1 Ortak Carpan ParantezineAlma . . . . .. ... ... ... 197
10.31 Uygulamalar . ... ... . ... ... ... ... ...... 197
10.32 Uygulamalar . ... ... ... ... ... ... ...... 199
1033 Ozdeslikler . ... ...... ... ... .. ..., 199
10.34 Uygulamalar . ... ... ... ... ... ... ...... 200
10.35 Uygulamalar . ... ... . ... ... ... ... ...... 202
10.36 OzdeglikleriKullanma . . . . ... ............... 202
10.37 Uygulamalar . . ... .... ... ... .. .. ........ 203
10.38 Uygulamalar . .. ...... .. ... ... .......... 205
10.39 Uygulamalar ... ...... .. ... ... .. ........ 207
1040 Ahstirmalar . .. . ... ... L L 210
10.41 Bashca Ozdeslikler . ... ................... 211

1 1 Fonksiyonlar 4

11.1 FoksiyonunGrafigi. . . .. ... ................ 214
11.2 Tek Degerli Fonksiyonlar . . ... ............... 215
11.3  Alstrmalar . . ... ... ... e 215
114 FonksiyonTiirleri . ....................... 217
11.4.1 EsitFoksiyonalar . ...................... 217
11.4.2 IgineFonksiyon . ....................... 217
11.4.3 OrtenFonksiyon . ... ..........c...ouo.... 217
11.4.4 BireBirFonksiyon ... ................ ... 218
11.4.5 Bire BirIgine Fonksiyon . . .. ............... 218
11.4.6 Bire Bir Orten Fonksiyon . . . . ... ............ 218
11.4.7 SabitFonksiyon . ... ... ... .. ... ........ 218
11.4.8 StfirFonksiyon . . . . .. ... ... .. ..o L. 218
11.4.9 Ozdeslik Fonksiyonu . . .. ................. 218
11.5 KapaliFonksiyon. ... ... .. ... ... ... .. ..... 219
11.6 Ornekler . . . .. ... ... ... 219
11.7 Ahstirmalar . . . . ... ... ... ... L 220
11.8 Fonksiyonlarin Bileskesi . ... ................ 221
11.9 Bilegke Isleminin Ozelikleri. . . . ... ............ 223
11.9.1 Yer Degisim Ozeligi Yoktur . . . ... ............ 223
11.9.2 Birlesme Ozeligi . . ... ................... 224
11.10 TersFonksiyon . ... ... ... ... ... ... ... 224
11.11 Ters Foksiyonun Grafigi . . . . ... ... ........... 225



12 Rasyonel Ifadeler 4

121 Ahstirmalar . . . ... ... e 227
12.2 Rasyonel ifadelerin Toplam1 . . ... ............. 227
12.3 Rasyonel Ifadelerin Carpim1 . . ... ... .......... 228
12.4 Rasyonel ifadelerde Bélme . . . ... ............. 229
12.5 Polinom Denklemler . .. ... ................ 229
12.6  Birinci Dereceden Polinom Denklemlerin Cézimi . . . . 229
12.7 Kombinason Ve Permiitasyon . .. ... ........... 230
12.7.1 Kombinasyon (Combination) . .. ... .......... 230
12.7.2 Permiitasyon (permutation) . . . . .. ... ........ 230
12.7.3 PermiitasyonTiirleri . ... ................. 230
12.8 Kombinason Ve Permiitasyon . .. .............. 230
12.8.1 Kombinasyon (Combination) . ... ............ 231
12.8.2 Permiitasyon (permutation) . . . . ... .......... 231
12.8.3 Permiitasyon Tiirleri . . ... ................ 231
129 Istatistik . . . . oo v v 231

13 Transandant Fonksiyonlar 5

14 om Trigonometri 5

141 YonliAglar. .. .. .. ... .. .. ... .. ... .. ... 235
142 Yonliyaylar. .. ... ... ... ... ... .. . .. ... 235
143 BirimCember. . ... ... ... ... ... .. ... ... . 236
144 AaOlgiiBirimleri . ... .................... 236
1441 Derece. . ... ... ... i e 236
1442 Grad . . .. ... e 237
1443 Radyan . ... ... ... ... .. .. 237
14.5 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar . ... ... ........ 237
14.5.1 Arcsinus Fonksiyonu . . ... ................ 237
14.5.2 ArcCosinus Fonksiyonu . . ... ... ........... 238
14.5.3 Arctanjant Fonksiyonu . . .. ... ... .......... 238
14.5.4 Arccotanjant Fonksiyonu. . . ... ... .......... 239
146 Ornekler . . .. ...... ..., 240
14.7 Trigonometrik Fonksiyonlar . . .. ... ... ... ..... 240
14.7.1 SimetrikAgllar . . . ... ... ... .. .. ... 243
14.7.2 Simetriler . . . ... ... L oL o 244
14.8 Trigonometrik Fonksiyonlarin Ozelikleri . . . ... ... .. 244
149 OzelAclar. . ... ........ ... .. ... 245
14.10 Trigonometrik Fonksiyonlar Grafikleri . . . . ... ... .. 245
14.10.1Cosinus Grafigi . ... .................... 245
14.10.2Sinusgrafigi . .. ... ... ... ... .. ... 246
14.10.3Tanjant Grafigi . . . .. ... ... .. .. .......... 247
14.11 Periyodik Fonksiyonlar . .. ... ... ............ 248
14.12 Ahstirmalar . . .. . ... ... L oL L 248
14.13 Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti . . . . ... ... ... 249
14.14 Limitler . .. ... ... ... ... . .. 249

14.15 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri . . .. ... .. .. 249



14.16
14.17
14.18
14.19
14.20
14.21
14.22
14.23
14.24
14.25

Ahstirmalar . . ... ... .. L L Lo L 254

Trigonometrik Integraller . . . . ... ............. 256
Trigonometrik Degisken Degistirimi . . ... ... ... .. 256
sin, cos carpimlariminintegrali . . . . ... ... L. 258
sin ve cos Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . . . ... ... ... 260

tan? x.sec? xdx Tiirlerinin integrali . . . .. ........ 261
cot x ve csc Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . ... ... .. .. 263
Alstirmalar . . .. ... ... L Lo 269
J R(sinx, cosx) bigimindeki integraller. . . . . .. ..... 271
Ters Trigonometrik Fonksiyonlan Tiirevleri . .. ... ... 278

15 Logaritma Fonksiyonu 6

15.1 Logaritma Fonksiyonu . ... ... ... ........... 282
15.2  Logaritma Fonksiyonunun Grafigi . ............. 283
15.3 Dogal Logaritma Fonksiyonu . .. .............. 283
15.4 Taban DegistirmeKurali . . . ... ... ... ..... ... 286
15.5 Logaritma Fonksiyonunun Degisimi . ............ 286
15.6 Logaritma Fonksiyonunun Grafigi .............. 287
15.7 Logaritma Fonksiyonunun Ttirevi . . . . . ... ... .. .. 288

1571 y=Inx .. ... 288
158 y=a* .. 289
159 y=log,x .. ... . . e 290
15.10 Ahstirmalar . . . ... ... ... L L 290
15.11 Logaritmikintegraller . . . . ... ... ... ......... 291
15.12 a>0 Tabanina Géreexpvelog . ................ 292
15.13 Ahstirmalar . . . ... ... ... 293

16 Rasyonel Uslii Ifadeler 6

161 TamsayiUsler. .. ... ... .................. 295
16.1.1 Uslii ifadelerin Ozelikleri: . . . ... ............ 295
16.1.2 NegatifUsler . . .. ....... ... .. .......... 296
16.1.3 Benzer Usliiifadeler . .................... 296

16.2 RasyonelKuvvetler. ... ... ... ... ........... 296

16.3 UsliiDenklemler . . . .. ... ......oovuuunn... 298

16.4 Alustirmalar . ... ... ... .. . e 298

165 eSayisi. .. ... . e 299

16.6 Ustel Fonksiyonun Tiirevi . . . ... ............. 300

1 7 Hyperbolik Fonksiyonlar 6

17.0.1 Oteki Hyperbolic Fonksiyonlar . . ............. 304
17.1 Karmasik Sayilar i¢in Hiperbolik Fonksiyonlar . . . . . .. 304
17.2 Hiperbolik Ozdeslikler . . ... ... ............. 305
17.3 AcilarinToplamiveFarki . ... ... ............. 306
17.4 Ters Hiperbolik Fonksiyonlar. . . . .. ... .. ... .... 307
17.5 Ters Hiperbolik Fonksyonlarin Logaritmik ifadesi . . . . . 309
17.6  Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri . ... .... ... .. 313
17.7 Ters Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri . ... ...... 314



17.8 Hiperboplik Integraller . . .. ................. 316

18 Tiirev Uygulamalar1 7

181 Tefet . . .. .o v i 319
18.2 Dogrudeklemleri . ....................... 320

18.2.1 Dogrunun Genel Denklemi . . ... ............ 321

18.2.2 TegetinDenklemi . .. ... ................. 321
183 Problemler . ...... ... ... .. ... .. . ... ... 322
184 Normal . ...... ... .. ... 323
18.5 Teget Boyunca YaklasimdakiHata . . . . ... ... ... .. 324
18.6 DogrusalYaklasim . . . ... .................. 325
18.7 Maksimum be Minimum degerler. . . . ... ... ... .. 326

18.7.1 Mutlak Minimum ve Mutlak maksimum. . . . ... ... 326

18.7.2 Yerel Ekstremum Degerleri. . . . ... ... ... ..... 327
18.8 Kritiknoktalar . .. ... .. ... ... . . .. .. ... 328
189 Ozet .. ..ot 330
18.10 Alstrmalar . .. ... ... ... . e 332

1 9 Rolle teoremi 7

19.1 Ortalama Deger Teoremi . . . ... .............. 335
19.1.1 GeometrikYorum . ... .......... ... ...... 337
19.2 Alstirmalar . .. ... ... .. e 339
19.3 Tiirev Testlerive Bikeylik . . . .. ... ............ 339
19.4 Bikeylik . . . ... .. L 342
195 Ahstirmalar . .. .. .. ... ... .o oo 344
19.6 EgriCizimleri . . .. ... ..... ... . ... . ... . ... 345
19.7 Asimptotlar . . . . ... ... . 345
19.7.1 DikeyAsimptotlar . . . . ... ... .. ... ... ..... 346
19.7.2 YatayAsimptotlar . . . ... .. ... ... ... ..., . 347
19.7.3 EgikAsimptotlar . . . . .. ... ... ... ... 348
19.7.4 Egrisel Asimptotlar . ... .................. 349
19.8 GrafikCizimleri . . . . ... ... ... .. L L L. 350
199 Ahstirmalar . .. .. .. ... ... . 354
19.10 Optimizasyon Problemleri . . ... ... ........... 354
19.11 Isve Ekonomide Marjinal Analiz . .............. 357
19.12 Ahstirmalar . . . ... ... L e 358
19.13 BaglantithOranlar . .. ... .. ... .. ........... 359
19.14 Minimum ve Maksimum . ... ... ............. 360
19.15 Alstirmalar . . . ... ... . 362
19.15.1 Goziillmiis Ornekler . . . ... ... ............. 362
19.16 Ahstirmalar . . . ... ... ... . e 365
19.17 L'HospitalKuralr . . . ... ... .. ... ... ....... 367
19.18 Limit Problemlerini Kolaylastirma . ............. 369
19.19 1%, 0%, (c0)° Belirsizlikleri . ............... 372
19.20 CoziilmiigOrnekler . . .. ... ................ 373

19.21 Ahstirmalar . . . . ... ... oL 374



20 Belirli Integral 7

20.1 BOlUntl . ... ... ... ... 375
20.2 Belirli Integral Kurallart . . . ... ............... 376
20.3 Calculus'un Temel Teoremleri . . . ... ........... 380
20.3.1 Calculus'un 1.Temel Teoremi . ... ............ 380
20.3.2 Calculus’un fkinci Temel Teoremi. . . . . . ........ 381
20.4 BelirliIntegral Kurallar1 . . . . ................. 385
20.5 Diizensizintegraller . . . . ... ... ............. 389
20.5.1 Arahgn sonsuz olmasidurumu: . ............. 390
20.5.2 Araligin icinde fonksiyonun sinirsiz olmasi durumu: . . 390
20.6 Belirsizintegral . . . . ... ................... 393
20.6.1 Belirsiz integral Formdilleri. . . . ... ........... 393
20.7 Degisken Degistirme . ... .................. 393
20.8 Trigonometrik Integraller . . . . . ... ............ 395
20.9 Ters Trigonometrik Konumlar . .. .............. 397
20.10 Coztimld Problemler . ... .................. 398
20.11 Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri . . . .......... 404
20.11.1 Payda'nin Tiirevi Pay’a Esitse . . . ... ... ....... 404
20.11.2BasitKesirlereayrma . . . . .. ... ... .. ... .... 405
20.11.3 Paydada Gergel Kokii Olmayan Carpan Varsa. . . . . . . 408
20.12 Alstirmalar . . . ... ... 411

21 Belirsiz Integral 8

21.0.1 Belirsiz integral Formiilleri. . . . . ... .......... 417
21.1 Degisken Degistirme . ..................... 417
21.2 Trigonometrik Integraller . . . . ... ............. 419
21.3 Ters Trigonometrik Konumlar . .. .............. 421
21.4 Coztimld Problemler . ... .................. 422
21.5 Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri . . ........... 428

21.5.1 Payda'nin Tiirevi Pay’a Esitse . .. ... .......... 428

21.5.2 BasitKesitlereaymma . .. ... ... ... ...... ... 429

21.5.3 Paydada Gergel Kokii Olmayan Carpan Varsa. . . . . . . 432
21.6 Karmaproblemler . ... ... ... .............. 435
21.7 Ahlstirmalar . . ... ... ... e 443
21.8 Riemannintegrali . ....................... 443

21.8.1 Belirlilntegral . .. ...................... 443
21.9 Integral igin OrtalamaDeger . . . . ... ........... 445
21.10 Ahstirmalar . . . .. ... Lo 448
21.11 Trigonometrik Integraller . . . .. ... ............ 448
21.12 Trigonometrik Degisken Degistirimi . .. .......... 448
21.13 sin,cos carpimlarininintegrali . . . . . ... ... L. 450
21.14 sinve cos Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . .. ... ... ... 452
21.15 tanPx.sec? xdx Tiirlerinin Integrali . . . .. ........ 453
21.16 cotxve csc Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . . . ... ... .. 455
21.17 Ahstirmalar . . . . ... ... 461
21.18 [R(sinx,cosx) bigimindeki Integraller. . . ......... 463
21.19 Logaritmikintegraller . . . ... ... ... .......... 470

21.20 Alanhesaplart . ........ ... .. .. . .. .. 471



21.21
21.22
21.23
21.24
21.25
21.26

Diizlemsel Egrilerin Uzunlugu . . . . . ... ......... 472

Belirli Integral Kurallar1 . . .. ................. 474
Donel Cisimleri Hacimleri . ... ............... 478
Silindirik Kabuklar Yontemi . . ... ............. 479
Dilimleme Yontemiyle Hacim Bulma . . . . . .. ... ... 481
Ornek Hacim Hesaplar1 . . . . ... .............. 482

22 Dogal Logaritma Fonksiyonu 9

22.1
222
22.3
224
22.5
22.6
22.7
22.8
22.9
22.10
22.11
22.12
22.13
22.14
22.15

Dogal Logaritma Fonksiyonunun Tanim1 . . ... ... .. 486
Tanim bélgesini Genigletme . . . .. ... ... ....... 486
Dogal Logaritma Fonksiyonunun Ozelikleri . . . . ... .. 487
Dogal Logaritma Fonksiyonunun Grafigi . . . . . ... ... 488
Logaritmik Tiirev. . . . . .. ... ... . .. 488
Logaritmik Tiirevin Intrgrali . . ... ............. 488
Ustel Fonksiyon . ... ..............vou.... 489
atabanli Ustel Fonksiyon . . . ... .............. 489
a Tabanh Ustel Fonksiyonun Davranigt . . . . ... ..... 490
a Tabanh Ustel Fonksiyonun Tiirevi . . . . ... ....... 491
a Tabanh Ustel Fonksiyonun integrali . . .......... 491
aTabanina Gore Logaritma . . . . ... ... ......... 491
log,x fonksiyonunun 6zelikleri . . . ... ... ....... 491
loggx fonksiyonunun Tirevi. . . . ... ........... 491
Cozlimli Problemler . .. ................... 492

23 Integral Alma Yontemleri 9

23.1
23.2
23.3
234
23.5
23.6
23.7
23.8
23.9
23.10
23.11
23.12
23.13
23.14
23.15
23.16

Belirsizintegral . . . .. ..................... 497
flkel Fonksiyon Biliniyorsa . . . ... ............. 497
Siirekli Fonksiyonlarin integrali . . . ............. 498
Degisken Degistirme . . . ... ... ... ... ....... 499
tan g Konumu . ........................ 502
KismiIntegrassyon . ... ................... 505
Polinomlarin Carpanlara Ayrilmast . . . ... ........ 508
Basit Kesirlere Ayrma . . . . ... ... ... ... 511
Rasyonel Fonksiyonlarin Integrallenmesi . . ... ... .. 511
Rasyonel Fonksiyonlarin Kesirlere Ayrilmast. . . . . . . .. 515
Rasyonellestirme . . . . . ... ... ... .. L o L. 517
Koklii Ifadelerinintegrali . . . . ... ............. 518
Alstirmalar . . . ... ... .. ... e 524
Indirgenme Yontemleri . . . .. ................ 524
Bazi indirgeme Formiilleri . . ... .............. 526
Baglantih Oranlar . .. ............ .. ....... 527

24 Kutupsal Koordinatlar 9

24.1
24.2
24.3

Kutupsal Koordinatlarda Grafik . . .............. 531
Ahstirmalar . . . ... ... ... . 532
Kutupsal Koordinatlarda Grafik Cizimi Ornekleri . . . . . . 533

24.3.1 Merkeze GoreSimetri . . ... ... ... ... ....... 533



24.3.2 Ox— Eksenine Gore Simetri . . ............... 533

24.3.3 Oy- Eksenine Gore Simetri . ... ............. 533
24.4 Grafik Ciziminde izlenecekYol: . .. ............. 535
245 Ahlstirmalar . . ... ... Lo 536
24.6 Kutupsal Sistemde Tegetin Egimi . . ... .......... 536
24.7 Kutupsal Kordinatlarda Alanhesab1. . . . . ... ... ... 537
24.8 Ikikutupsal egri arasindakalanalan . ............ 538
24.9 Kutupsal Koordinatlarda Yay Uzunlugu . .......... 540
24.10 Kutupsal Koordinatlarda Dénel Yiizeyler . . . . . . ... .. 540
2411 Alstirmalar . . . .. ... ... e 541
24.12 Parametrik Fonksiyonlarm Tiirevi . . . . ... .. ... ... 542
24.13 Ikinci Basamaktan Tiirev . . . . ... ... .......... 543
2414 Alstirmalar . . . ... ... 545
24.15 Sayisalintegraller . ....................... 547

24.15.1Dikdérten Yontemi . . . . . ... ... L. 547
24.16 YamukKuralh . ... ... ... ... .. L L. 548
2417 Pappusteoremleri . . ... .. ... ... .. ... .. ..., 549
2418 Alstirmalar . . . . ... ... 550

24.18.1 Dairesel Simit'in Yiizeyi . .................. 551

24.18.2 Dairesel Simit'inHacmi . . . ... ............. 551
24.19 SimpsonYontemi . .. ........ ... . ..., 551
2420 Ahstirmalar . . ... ... Lo 554
2421 AlanHesab1 . . . ... ... .. . L o 555
24.22 ikiKatli integral ile Diizlemsel Alan Hesab1 . . . ... ... 555

25 Diziler 10

25.0.1 Ornekler . .......... ... . 0., 560

25.0.2 YakinsakDizi . . .. ... ... .. .. . .. 560
25.1 AritmetikDizi. ... ... ... ... .. ... .. .. .. .. 561
25.2 GeometrikDizi . . . . ... Lo oL 562
253 MonotonDizi. . ... ... ... .. . L oL, 562
254 Altdizi . . . ... 562
25,5 Smirhdizi . . ... L 563
25.6 Dizilerde Limit Ozelikleri . . . .. ............... 563
25,7 Ahstirmalar . . ... ... Lo L 568

2 6 Seriler 10

26.0.1 KismiToplam . .............. .. .. ... ... 570
26.1 YakinsakSeriler. .. ... ... ... .. ... .. L. 570
26.2 Rasyonel TerimliSeriler . . . .. ... ... .......... 570
263 OzelSeriler . . ........ ... .. . . ... ..., 571
26.4 AritmetikSeri . . ... ... ... o 571
26.5 GeometrikSeri . ... ... ... L L oL 572
26.6 BinomSerisi . ... .... ... . . 0 oo 573
26.7 Genellesmis Binom Teoremi . . .. ... ........... 574
26.8 Serilerin Ozelikleri . . ... ................... 575
269 Alstirmalar . . ... ... ... .. ... 578

26.10 Kuvvet Serilerinin Yakinsakligr . . . . ... .. ... ..... 578



26.11 YakinsakhikAraligi . .. ... ... ... ... .. ... .... 579

26.12 Kuvvet Serileri Uzeinde Cebirsel Iglemler . . ... ... .. 580
26.13 ToplamaveCikarma. ... ................... 580
26.14 KuvvetSerilerin Carpim1 . . .. ... ... .......... 581
26.15 Kuvvet Serilerinin Bolimdi . . .. ............... 581

26.15.1Alterne Seriler . . ... ... ... ... oL 581
26.16 Ahstirmalar . . . .. .. ... ... L Lo 584
26.17 CaucyDiziveSerileri . ... .................. 585

27 seriler I¢in Yakinsaklik Testleri 11

271 P-SEriSi. . . . . . v vt it e e 592
272 OranTesti . . ... ... ... .. ... .. ... 592
273 KokTesti........... . ... ... .. .. 595
27.4 Integral Testi: p-serisi . . . .. ... .............. 595
275 p-serisi. . . . ... e 597
27.6 KarsilastirmaTestleri . ... .................. 598
27.7 LimitKarsilagirmaTesti . . .. ... ... ... ....... 600
278 OranTesti . . ... ... ... .. ... 603
279 NewtonMetodu . ............ ... ......... 607

28 Degisken Terimli Seriler 11

28.1 Kuvvet Serilerinin Yakinsakligr . . . . ... ... ... ... 611
28.2 YakinsakhikArahg . ... .. ... ... .. ... .. ... . 612
28.3 Kuvvet Serileri Uzeinde Cebirsel Islemler . . ... ... .. 613
28.4 ToplamaveCikarma. .. .................... 613
28.5 Kuvvet Serilerin Carpim1 . . . . ... ... ... 613
28.6 Kuvvet Serilerinin Bolimii . . .. ............... 614
28.7 Maclaurin Serisi Uygulamalar1 . . . . ... .......... 614
28.8 DiizgiinYakinsama . ...................... 617

28.8.1 FonksiyonDizileri . ... ................... 617

28.8.2 FonksiyonSerileri . . . ... ... ...... ... .. .... 621

28.8.3 Fonksiyon Dizileri i¢in Cauchy Kriteri . . ......... 623

28.8.4 Fonksiyon Serileri i¢in Cauchy Kriteri . . ......... 624
28.9 Alstrmalar . . ... ... ... oL 626
28.10 Fonksiyon Dizi ve Serilerinin Integrali . .. ......... 626
28.11 Dirichletve Abel Testleri . . .................. 630
28.12 DirichletTesti. . . ... ....... ... ... ...... 631
28.13 Fonksiyon Dizi ve Serilerinin Tiirevlenmesi . . . . ... .. 633
28.14 Ahstirmalar . . . .. ... ... 634
28.15 Kuvvet Serilerinin Tiirevlenmesi . . . . .. ... ....... 636
28.16 Alstirmalar . . . . ... ... ... .. ... 638
28.17 Kuvvet Serilerininintegrali . . . ... ............. 639
28.18 Coziimlii Kuvvet Serisi Problemleri . . . .. ... ... ... 640
28.19 Ahstirmalar . . ... ... ... .. oL L oo 643
28.20 Serilerin Yaklasik Toplam1 . .. ... ............. 644

28.21 Ahstirmalar . . .. ... ... Lo 646



29 Vektorler 11

29.1 VektorUzayl . ......... ... ... 647
29.2 Simgeler . . . .. ... 648
29.3 DenkVektorler . ... ........ ... . ... . ... ... 648
29.4 Vektorlerin Gosterimi . . . . ... ... L L L L. 648
29.5 Vektor Uzayindaliglemler . . ... ............... 649

2951 StfirVektor ... ..o 649
29.6 Vektorlerin Toplam1 . . ... ... ... .. .......... 649

29.6.1 Toplamanin Ozelikleri . ................... 650
29.7 Vektorlerde Cikarmalslemi. . .. ... ... ......... 650
29.8 Vektoriin Sayrile Carpimi . . . . . ... L L., 650
29.9 BirimVektdor . ........ ... ... .. .. .. 651
29.10 DogrultuAgilart . ... ...... ... ... ... .. ..., 651
29.11 Analitik Geometriye Giris . . . . . ... ... .. ... .. .. 652
29.12 Ahstirmalar . . . .. ... 653
29.13 Bilesenlerleislemler . . . . . ... ............... 654
29.14 NoktaCarpim. . . ... .. ..., 655
29.15 dzdilslim . . . ... ... ... . 656

29.15.1 izdiisiimiin Genellenmesi . . . ............... 656
29.16 Iki Vektor ArasindakiA¢t . ... ..... ... ........ 657
29.17 Iki Vektor Arasindaki Acinin Olglimii . . . . ......... 658
29.18 Iki Vektoriin Birbirine Dikligi . . . . ... ........... 658

29.18.1 Uggen Egitsizligi . . . . . ... ... ... 659
29.19 UzaydaDogruveDiizlem. . ... ............... 660
29.20 Ikinoktasi Verilen Dogru Denklemi . . . . .. ........ 660
29.21 Noktanin DogruyaUzakhgi. . . ... ............. 661
29.22 DiizlemDenklemi . ... ....... ... ... ... .. .. 662
29.23 Uc¢ Noktadan ge¢n Diizlem Denklemi. . . . ... ...... 662
29.24 Noktanin Diizleme Uzakhgr . ... .............. 663
29.25 Alistrmalar . . ... ... ... 664
29.26 Vektorel Carpim . . .. ... ... ... ... .. ... .. 665
29.27 Vektorel Carpimin Ozelikleri . . . ... ............ 666
29.28 VektorelCarpimi Geometrik Yorumlart . . .. ... ... .. 666

29.28.1Diklik . . ... ... 666

29.282Alan . . ... 667
29.29 UcliCarpim . . ... ... .. .. ... 667
29.30 Alstirmalar . . . .. ... 668
29.31 UzaydaDogruveDiizlem. .. ... .............. 668
29.32 Ikinoktasi Verilen DogruDenklemi . . . . .. ........ 669
29.33 Noktanin DogruyaUzakligr. . . ... ... .......... 670
29.34 DiizlemDenklemi . . ... ... ................ 670
29.35 Uc Noktadan Gegen Diizlem Denklemi. . . ... .... .. 671
29.36 Noktanin Diizleme Uzakhgr . ................. 672
29.37 Ahstirmalar . . . . ... . 673

30 xam Integral 12

30.1 ikiKatl integralin Ozelikleri . ... .............. 676
30.2 Ardigikintegral . . ... ...... ... .. ... .. ... 677



30.3 Kath integral Uygulamalar1 . . . . ... ............ 688

304 Alstirmalar . . ... ... ... 693
30.5 Kathintegralde degisken degistirme . ... ... ...... 693
306 Alstirmalar . . ... ... ... .. ... e 696
30.7 Iki Katli integral ile Diizlemsel Alan Hesab1 . . .. ... .. 697
30.8 Ahstirmalar . . ... ... ... .. .. e 699
30.9 IkiKatli integral ile Hacim hesaplart . . ........... 700
30.10 Kutupsal Koordinatlarda iki Kath Integraller . . . . . . . .. 701
30.11 Alstirmalar . . . ... ... . 704

31 Ug¢ Katl Integraller 13

31.1 Hacim . ... ... ... e 709
312 Ahstirmalar . . ... .. ... .. e 711
31.3 UgKath Integrallerde Degisken Degistirme . . .. ... .. 711
314 Ahstirmalar . . ... ... .. .. e 712
31.5 Silindirsel Koordinatlar . . ... ... ............. 712

31.5.1 SilindirNedir? . ... ... ... .. .. .. ... .. .... 712
31.6 Alstirmalar . . ... ... ... .. ... 716
31.7 Ug Kath Integrallerde Kiiresel Koordinatlar . . ... .. .. 716
31.8 Alstirmalar . . ... ... ... .. .. e 720

32 Egrisel Integraller 13

32.1 Diizlemde Egrisel integral . .................. 721
32.2 UzaydaEgriselintgral . . .. .................. 726
323 Abstrmalar . . .. ... 729
32.4 Vektor Alanlarinin Egrisel interalleri . ... ......... 729
325 Divergence . ... ... ... 730
32.6 Vector Alanini Egrisel Integrali . . . .. ............ 732
32.7 Egriselintegralleis . . . ... ... .. ............. 734
328 Alstrmalar ... ... ... ... 736
32.9 Integralin Yoldan Bagimsizigi . . .. ............. 736
32.10 Ahstirmalar . . . .. ... Lo 741
32.11 Ug Boyutlu Uzayda Korunumlu Vektor Alam . . . . .. .. 741
32.12 GreenTeoremi . .. ....................... 742
32.13 Greenteoemiile AlanHesab1 . ................ 745
32,14 Awstrmalar . . . ... 746
32.15 YiizeylIntegralleri ... ..................... 746
32.16 Paramertrik YiizeyinAlant . .. ... ............. 748
32.17 Yiizeylntegrali . . ... ... ... ... ... .......... 751
32.18 Yonlendirilmis Yiizey Uzerinde Integral . . ......... 753
32.19 Vektor Alanlanninintegrali. . ... ... ........... 754
32.20 StokesTeoremi . . . ... .................... 755
32.21 DivergenceTeoremi . . . .. ... ... ... ... ...... 759

3221.1Ahstirmalar . . . ... 762

33 Vektor Degerli Fonksiyonlar 13

33.1 Vektor Degerli Fonksiyonlar ve Uzay Egrileri . . ... ... 763



33.2 Vektor Degerli Fonksiyonlarin Limiti . . ........... 764

3321 Limit. . . ... e 764
33.3 Vektor degerli Fonksiyonlarin Stirekliligi . . . . .. ... .. 766
334 Sareklilik . ... ... 766
335 TUrev. . ... .o e 766
33.6 TirevKurallarn . . ... ... ... .. ... .. ... .. 767
33.7 Vektor degerli Fonksiyonlarin Tegeti . . . .. ........ 768
33.8 DizgnEFri . . ..o 768

33.8.1 DiizglinEgriler. . . . ... .. .. ... ........ ... 769
33.9 Vektor Degerli Fonksiyonlarinintegrali . . . .. ....... 769

33.9.1 Belirsizintegral . ....................... 769

33.9.2 Belirlilntegral . .. ...................... 770
33.10 Ahstirmalar . . . .. ... 771
33.11 EgriUzunlugu ............ ... .. ... .. ..... 772
33.12 Egrilik . ... ... . 773
33.13 EgrilikCemberi. . ... ... .. ... ... ..... 775
33.14 Normal ve ikinci Normal Vektérler . ... .......... 776
33.15 Ahstirmalar . . . ... ... L Lo 777
33.16 UzaydaHareket . ........................ 778
33.17 KeplerYasalart . ......................... 780
33.18 Ahstirmalar . . . . ... ... L 780

3 4 Konikler 14

34.1 Koniklerin Adlandirilmast . .. ... .. ... ........ 781
34.2 Koniklerin Kutupsal Sistemdeki Denklemleri . ... .. .. 781
34.3 Koniklerin Kartezyen Denklemi . . ... ... .. ... ... 783
344 Ahstirmalar . .. .. ... Lo 785
34.5 Ikinci Dereceden Yiizeyler . . ................. 785
346 Elipsoid . ....... .. ... .. .. L oL 787
347 Elipsoid . . ... ... .. .. 787
34.8 Hiperboloid . . .. ... ...... ... .. .. ... .. ... 787
349 Eliptik Paraboloid . ... ............ .. ...... 790
34.10 EliptikKoni . .. ... .. .. ... ... .. ... 790
34.11 Ahstirmalar . . . . ... ... L e 791

35 Fiziksel uygulamalar 14

35.1 Diizlemsel bolgelerin kiitlemerkzi . . ............ 793
35.2 Agirhik Merkezi Bulma Problemleri . . ... ... ... ... 793
35.3 Alstirmalar . .. ... .. .. 797
354 Yay'mKitlemerkezi . . . ... ... ... ... ... ... 797
35,5 Alstirmalar . .. .. ... ... L Lo 797
356 Yogunluk .............. ... L. 797
35,7 Moment . .. .. ... ... e 798

35.7.1 NoktayaGéreMoment . ... ................ 798

35.7.2 DogruiizerindeMoment . . . . ... ... ......... 798
35.8 KitleMerkezi . . . ... ... ... ... .. .. L. 799
35.9 Noktanin Eksene Gére Momenti. . . .. ... ........ 799

35.10 Diizleme GoéreMoment . . . .. ... ... ... ....... 800



35.11
35.12
35.13
35.14
35.15
35.16
35.17
35.18
35.19
35.20
35.21

Bir Diizlem Parcasinin Bir Eksene Gére Momenti . . . . . . 801
BirYaymMomenti . . . ... ... ............... 801
Uygulamalar . . ...... .. ... .. ... ...... 802
Ug Kath Integral fle Moment . . . .. ............. 803
Diizlemsel Bolgelerin Kiitle Merkezi . . ... ........ 804
Agirhik Merkezi Bulma Problemleri . ... ... ....... 805
Alstirmalar . . ... ... L o o 808
YaymKitlemerkezi . . . ... ... ... oo oL 808
Alstirmalar . . ... ... . L 809
Yogunluk . ... .. ... .. .. 809
Work (Is) . . . . ... . 810

36 Diferensiyel denklemler 15

36.1

36.2
36.3
36.4

Birinci basamaktan birinci dereceden Diferensiyel denklem-

ler ... 813
Ozelve Genel Coziim . . ... ... ... ........... 814
Tek Degiskenli Diferensiyel Denklemler . ... .. ... .. 814
Denklemin Dogrusala Dontismesi . . . ... ........ 816

37 Diferensiyel Denklemler 15

37.1
37.2
37.3
374
37.5
37.6
37.7
37.8
37.9
37.10
37.11
37.12
37.13
37.14
37.15
37.16
37.17
37.18
37.19
37.20
37.21
37.22
37.23
37.24
37.25
37.26
37.27
37.28

Tek Degiskenli Diferensiyel Denklemler . ... ....... 817
Tam Diferensiyel . . .. ... .................. 819
Degiskenlerine Ayrilabilir Denklemler . . . ... ... ... 826
Ahstirmalar . . . ... ... .. L 829
Integral Carpami . . . ... ................... 830
Ahstirmalar . . .. ... ... ... . 838
Birinci Basamaktan Homojen denklemeler . .. ... ... 840
Alstirmalar . . ... ... L L o 848
Birinci Basamaktan Dogrusal Diferensiyel Denklemler . . 850
Alstirmalar . . ... ... L L 854
Tam Diferensiyel . . . .. ... ... ... .......... 855
Ahstirmalar . . .. ... ... 860
Degiskenlerine Ayrilabilir Denklemler . ... ........ 862
Alstirmalar . . . ... ... ... . 865
Integral Carpani . ... ..................... 867
Alstirmalar . . ... ... L L o 874
Birinci Basamaktan Homojen denklemeler . ... ... .. 875
Alstirmalar . . ... ... L L 880
Birinci Basamaktan Dogrusal Diferensiyel Denklemler . . 881
Alstirmalar . . ... ... L 886
Bernoulli Diferensiyel Denklemi. . . ... .......... 887
Bernoulli Diferensiyel Denkleminin Coztimti . . . . .. .. 887
Coziimlii Ornekler . . . ... .................. 888
Alstirmalar . . ... ... . Lo 891
Riccati Diferensiyel Denklemi . . . ... ........... 892
Clairaut Diferensiyel denklemleri . . . . ... ... ..... 896
Lagrange Diferensiyel Denklemi . . . . .. ... ....... 897

Alstrmalar . ... ... ... L L 899

15



38 U¢ Katl integraller 15

381 Hacim ........ ... ... .. ... . 903
382 Alstirmalar . .. .. ... ... .. L 905
38.3 Ug Kath Integrallerde Degisken Degistirme . .. ... ... 905
384 Alstirmalar . . .. ... ... oL 906
38.5 Silindirsel Koordinatlar . . . ... ... ............ 907
38.6 Ug Kath Integrallerde Kiiresel Koordinatlar . .. ... ... 909
38.7 Alstirmalar . . ... ... ... . Lo L 912
38.8 Diizensizintegraller . . . ... ................. 913
38.9 Araligin Sonsuz OlmasiDurumu . .............. 913
38.9.1 [a,00)araligindaintegral . . . ... ... ... ....... 913
38.9.2 (—oo,a] araligindaintegral . . . ... ... ... ...... 913
38.9.3 (—oo,00) araligindaintegral . ... ... ... ... .... 914
38.10 Araligin uc¢ noktalarinda fonksiyonun sinirsiz olmasi durumu: 914
38.10.1S0lUcg . . . . .o 914
38.10.25a8 UG . . ... 914
38.11 Araligin icinde fonksiyonun sinirsiz olmasi durumu: . . . . 914
38.12 Diizensiz intgralleri karsilagtirma: . . . . . . ... ... ... 915
38.12.1ANhstrmalar . . . .. ... 923
38.13 Diizlemsel bolgelerin kiitle merkzi . . ... ... ... ... 923
38.14 Agirlik Merkezi Bulma Problemleri . ... ... ....... 924
38.15 Alstirmalar . . . .. ... ... e 927
38.16 Yay'mKiitlemerkezi . . . .. ... ... ... L. 927
38.17 Ahstirmalar . . . .. ... ... L L 928
38.18 Yogunluk . ........ ... .. ... ... 928
38.19 SviBasmner ... 928
3820 Work (g) . . . . v o o oo i 930
38.21 Pappusteoremleri . . .. ... ... .. ... ... ...... 931
38.22 Alstirmalar . . . . ... . 932
38.23 SimpsonYontemi . . ... ..... ... ..., 933
38.24 YamukKurall . .. ... ... .. oL L o L 935
3825 Moment . . . ....... ... ... e 937
38.26 Noktaya Gore Moment . ... ................. 937
38.27 Dogruiizerinde Moment . . . ... .............. 937
38.27.1KitleMerkezi . ... ........ . ... . ... ... 938
38.28 Noktanin Eksene Gore Momenti. . . . . ... ........ 938
38.29 Diizleme GéreMoment . . . . . ... ... .. ....... 938
38.30 Bir Diizlem Parcasinin Bir Eksene Gore Momenti . . . . . . 939
38.31 BirYaymMomenti . . . ... ... ... .. . L., 940
38.32 Uygulamalar .. ......... ... ... ........ 941

39 Belirii Integral Uygulamalar: 16

39.1 Diizlemsel Egrilerin Uzunlugu . . . . ... ... ....... 943
39.2 Alanhesaplart . ... .. ... .. ... .. o L. 946
39.3 FoksiyonunOrtaDegeri . ................... 947
39.4 Hacimhesaplart . ................ ... ..... 948
39.5 Donel Cisimleri Hacimlerin . ... .............. 949

39.6 Silindirik Kabuklar Yontemi . . ................ 950



39.7 Dilimleme Yéntemiyle Hacim Bulma

17






Olastlik

Olasiligin Kisa Tarihgesi

Kumar oyunlrinin ¢ok eski zamanlara kadar uzandig bilinir. Probable
terimi Latince’deki probilis terimineden gelir. Latincadeki anlami approv-
able dir. Ornegin bir mal alindiginda begenilmediginde iade edilmek
tizere (muhayyer) alinmasidir. Zamanla bat1 dillerine anlam degistir-
mis ve bu glignkii anlamini kazanmiltir. Bu giinkii anlami bir olaydan
¢ikbilecek biitiin sonuglar olarak belirlenir. Ornegin bir zar atildiginda
gleme olasislig1 olasn alt1 sonug vardir. Olasilik buj sonuclar listeler. Zar
atildiginda hengisinin gelecegini s6ylemez. Olasiligin Tarihgesi

1. Olasilik teorisinin ilk kayitlarina 17. Yy’ da rastlanilmistir.
2. Kumar ile ilgili durumlara ilgi duyan Pascal ilk caligmalar1 yapmustir.

3. Fermat ve Pascal arasindaki mektuplasmalar olasilik teorisi hakkin-
daki diger izlerdir

4. 1657 yilinda konuyla ilgili ilk bilimsel eseri Huygens yayinladi
5. Bernoulli teoremi ve binom dagilimi 1713’te bulundu
6. Normal dagihm ile ilgili calismalar Gauss yiiriitmiistiir

7. Matematiksel olarak temeli atildiktan sonra daha ¢ok istatik bilimiyle
ugrasanlar ¢calismalar1 devam ettirmistir.

Bu giin olasilik kuram1 matematikte, istatistikte, bilimsel alanlarda,
sosyal b ilk kisiler Girolamo Cardano (1501-1576), Pierre de Fermat
(1601-1665), Blaise Pascal (1623-1662), Antoine Gombaud (1607-1684),
Chevalier de Méré (1607-1684), Christiaan Huygens (1629-1694) olarak
siralanir. Daha sonra listeye {inlii matematikciler de eklenmistir:

Bayes Edgeworth  Graunt Markov Rao Table 1.1: Olasilig1 yaratanlar
Jacob Bernoulli ~ Fechner Huygens von Mises Savage

Daniel Bernoulli  Feller Jeffreys de Moivre ’Student’

Boltzmann de Finetti Khinchin Neyman Tukey

Chebyshev Fisher Kolmogorov  Pascal Wald

Cramér Galton Laplace Pearson Wiener

Doob Gauss Lévy Quetelet Yule



20 Olasilik

Olasilik Nedir?

Bir deneyde olanakli sonuglarin kiimesine 6rnek uzay, 6rnek uzayin her
alt kiimesine olay denir.

E 6rnek uzay i¢in bos kiimeye olanaksiz olay(imkansiz olay), E kiime-
sine kesin olay denir. E 6rnek uzaymin A ve B gibi iki olay1i¢cin, AnB =9
ise, A ve B olaylarina ayrik olaylar denir.

Olasilik Fonksiyonu

Bir E 6rnek uzayinin tiim alt kiimelerinin kiimesi T ve deger kiimesi R =
{x € R:0 < x < 1} olan P fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 gercekliyorsa
buna olasilik fonksiyonu denir. A € T ise p(A) reel sayisina da A olayinin
olasilig1 denir.

1)VAeTicin0< p(A) <1dir.2) p(E)=1dir.3) AL BeTve ANB=0
ise p(AUB) = p(A) + p(B) dir.

Es Olumlu Ornek Uzay

Olaylarin gerceklesme olasiligl esit olan 6rnek uzaya denir. E es olumlu
ornek uzay ve A c E bir olay ise, A nin olasiligy;

(Anin eleman sayisi)

P(A) = -
(E nin eleman sayis1)

Bagimsiz Olay

E 6rnek uzay1 Ac E, Bc E ve p(An B) = p(A).p(B) ise, A ve B olaylarina
bagimsiz olaylar denir. [p(A) #0, p(B) #0]

Kosullu Olasilik

Bir E 6rnek uzayinin iki olay1 A ve B olsun. A olayinin olasili1 B olayina
bagli ise, A olayinin olasiligina, A olaymin B kosullu olasiligi denir ve bu

olasilik;
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