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BEE] Katli Integral

Bu béliimde iki ve {i¢ kath integral uygulamalarina yer verilecektir.
[K1 KATLI INTEGRAL
f:la, bl cR—R, y= f(x) fonksiyonunun tek katl: integralini,

b-—a
Ax =

L€ [xi-1, X

olmak tizere

b n
fdx= lim Y f(OAx; (39.1)
a ®iz1

Riemann toplaminin limiti olarak tanimlamistik. f(x) = 0 ise [ f f)dx
integrali [a, b] aralig izerinde ve f fonksiyonunun grafigi altinda kalan
diizlemsel bolgenin alanina esit oldugunu biliyoruz.

Simdi, tek degiskenli fonkiyonlar i¢in bildigimiz bu integral kavramim

f:DcR® =R, z=f(x,y) (39.2)

iki degiskenli fonksiyonuna genellestirecegiz. Tek katli integraldeki kiiciik
Az uzunlugu yerine kii¢lik AxAy dikdortgen alani gelecektir. S yiizeyi

S={(x,y,2 €R®|0<z< f(x,y), (x,y) € D} (39.3)
olsun.
f:DcR? =R, z= f(x,) (39.4)
fonksiyonu D bélgesinde tanimli ve her (x, y) € D i¢in | f(x, y)| = M olacak
bi¢imde bir M sayis1 var olsun. Eger

D={x,ylasx<b c<y=<d} (39.5)

ise, koordinat eksenleine paraleller cizerek, D bolgesini Sekil (39.10)
deki gibi sonlu sayida kiigiik dikdortgenlere ayiralim. Olusan kiictik
dikdortgenler ailesine D bolgesinin bir boliintiisii (partition) denilir. Bu
béliintiiyii 2 ile gbsterirsek;

Djj = [xi—1, %] x [yj-1, ¥4
={ M xi-1=x=x;, Y1y <yl
(i=123,....m; j=123,...,n)
olur. Boliintii araliklarini esit alarak,

b-—a d-c
= Ay = (39.6)
m

Ax
diyelim. D;; dikdértgenlerinin herbirisin alani

AAI'J' = Ax,-.ij (39.7)

Hacim = ” ya ( X, y) dA

Sekil 39.1: Hacim

v
M
Graphof curvey = flx)
T P
» i . N,
P »x
O 8 0 a1 2 3 5 A6 x B 9 MDD
v

Sekil 39.2: Alan

AY

- f(x)

a b’::

Sekil 39.3: Riemann toplami

[ bR

=B

(st

[T
HH—H
E b

Sekil 39.4: Boltinti



! f(x, y) fonksiyonu D bélgesinde siirekli
ise, yukaridaki limitler vardir. Dolayisiyla,
bir bolgede siirekli olan iki degiskenli
fonksiyonun o bolge {izerinde iki kath
integrali vardir.

2 f(x,y) = 0ise z = f(x,y) yiizeyinin
altinda ve D bélgesinin iizerinde olusan
kat1 cismin hacmi

V=ff flx,»dA (39.9)
D

dir.

3 f(x,y)=1ise z= f(x,y) =1 yiizeyinin al-

642 Katli Integral

dir. Bu dikd6tgen alaninin késegen uzunluguna d;; diyelim. Pisagor
teoreminden, dl.zj = (Ax;)* + (Ay;)* olur.

12|l = max{d;;: (i=1,2,3,...,m; j=1,2,3,...,n)} (39.8)
lim =>||22||—0
m—00,n—00
olacaktir.
Tanim 39.1.

f(x,y) fonlsiyonu diizlemde D bolgesinde tamimli ve (s}, £;;) € D;;
olmak iizere

m n
ffo(x,y)dA= m—»!}or,rr}—-ooz Y fGsij, ti)AA;j

i=1j=1

m n
lim Y )" f(s,0)AA;j

||§0||~Ol.:1j:1

limiti varsa, bu limite f(x, y) fonksiyonunun D boélgesinde iki katli
integrali denilir. 1 2 3

Siireksizlik noktalarini atarak fonksiyonun siirekli oldugu bir D bél-
gesinde integralini tanimlayabiliriz. R dértgensel bir bolge olmk tizere,

D c R ve f fonksiyonu D iizerinde siirekli olmak iizere

(x,y), (x,y)eD
Flx, ) = fxy, Xy
0, (x, gD

tanimini yapalim. Buradan

tinda ve D bolgesinin tizerinde olusan kat1 ff fl,ydA= ff F(x,y)dA (39.11)
cismin hacmi V = A x 1 = A olacagindan, D R
D bolgesinin alani cikar.
A= ffD A (39.10)
olur. Iki Katli Integralin Ozelikleri
KATLI INTEGRAL KURALLARI
f(x,y) ve g(x, y) foksiyonlar1 D bolgesinde integrallenebilir ise,
ff af(x,y)dAzaf flx,ydA (xeR) (39.12)
D
2.
ffD (fr,y) +gx,y)dA= ffD fx,y)dA+ ffD fx,y)dA  (39.13)
3.

I:ff fx,ydA
D

=ffD f(x.y)dA+ffD flx,y)dA, (D=DyUDs DinDy=)
1 2

4. Her (x,y) € Dicin f(x,y) < g(x, y) ise

f f flxy)dA= f f glx,y)dA
D D

(39.14)
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U flx,y)dA sff |f(x,»|dA (39.15)
D D

olur.

Bunlarn ispatlar iki katli integral tanimindan cikarilabilir.

Ardisik Integral

KATLI INTEGRALI ART ARDA ALINAN TEK KATLI ITEGRALLERE
DONUSTURME

Cok katli integral hesab1 yaparken, tanimi kullanmak pratik degildir.
Onun yerine kath integrali tek kath integrallerin art arda uygulanmasi
haline d6niistiirebiliriz. Bu ydntem isi ¢cok kolaylastirir. D bélgesi (39.5)
gibi verilsin. Bu durumda

b pd
ff f(x,y)dA:f (f f(x,y)dy) dx (39.16)
D a c
Bu esitlikte x le y degiskenlerinin siras1 degisirilebilir:

d(pb
ff f(x,y)dA:f (f f(x,y)dx) dy (39.17)
D c a

f f PydA (39.18)
D

integralini D = {0 < x < 3;1 < y < 2} bélgesi iizerinde bulunuz.
I:ff xydA
D
3 2
:f f xydydx
0 J1
3(p2
e
o \J1
3 22
:f (xzy—
0 2

esitligi vardir.

Ornek 39.2.

Coziim 1:

Coziim 2:




1870 yilinda Venedik'te bir matem-
atik¢inin oglu olarak diinyaya geldi.
Matematige olan yetenegi onun 6gren-
imini ve ¢calisma hayatini belirledi.
Matematigin analiz, geometri, matem-

atiksel fizik gibi degisik alanlarinda ¢alist1.

Ozellikle Dini ve Bianchi'den aldig1 dersler
onu kariyerin tist noktalarina getirdi.
Italya’'nin énemli tiniversitelerinde galsti.
Fagizmin ve anti-semitizmin Italya'da 6ne
¢ikmasiyla Fubini de istifaya zorlandi.
Son yillarin1 ABD'de Advanced Study
Institute’'de gegirdi. 1943 yilinda yasamini
yitirdi.

Sekil 39.5: Guido Fubini(1870-1943)
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olu.

Teorem 39.3. (FUBINI) f(x,y) fonksiyonuD ={(x,y):a<x<bjc<y<
d} bolgesi iizerinde siirekli ise

b rd d b
ff f(x,y)dAzf f f(x,y)dydx:f f fx,ydxdy
D a Jc c Ja

esitligi vardir.

4

Ornek 39.4. D ={1<x<2;0<y< 1} bélgesi iizerinde

ff x2ySdA (39.19)
D

integralini bulunuz.

Coziim 1:
szf x*y°dA
D
2 1 2. 5 7
= dyldx=—
[P )
Coziim 2:
Lz, .
= dx|dy=—
Jo U wvas)as=55
Ornek 39.5.

fx,=2 (39.20)

fonksiyonunun D = {(x,y) : 2 < x < 4;3 <y < 4} bolgesi iizerinden
integralini bulunuz.

4 4 4
/f 2dA=f f dedyzzf 4dy =8
D 3 J2 3

f(x,y) =6xy* (39.21)

Coziim:

Ornek 39.6.

fonksiyonunun D = {[2,4] x [1,2]} bolgesi iizerinden integralini bulunuz.

Coziim1: D={(x,y): (x,y) € [2,4] x [1,2]} ise,

4 2
/[ nyZdAzf f 6xy*)dydx
D 2 J1

=f4 (2xy%)|} dx
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integrallerin sirasinmi degistirirsek,

Coziim 2:
2 p4
ff nysz:f f 6xy*)dxdy
D 1 J2
2 2 214
=fl 8x°y9) |, dy
= f 6y* dy
3
2
= 123’3|1
=84
cikar.
Ornek 39.7.
flx,y) =2x-4y° (39.22)

fonksiyonunun D = {[-5,4] x [0, 31} bélgesi iizerinden integralini bulunuz.

Coziim 1:

4 03
ff 2x—4y3dA:f f(Zx—4y3)dydx
D -5Jo
4 o
:[5 @xy—yh|,dx
4
=f (6x—-81)dx
-5
= 322 -810)|",
=-756
Ornek 39.8.
flx,y=6xy, (39.23)

fonksiyonunun A = {(x,y) : 0 < x < 2;0 < y < x?} bélgesi iizerinden
integralini bulunuz.

Coziim 1:

2 px?
f[ f(x,y)dAsz 6xydydx
A o Jo

2 )2
:fo Bxy?| o dx

2
:f 3x°dx
0

1 6,2
=-X
2 lo

~Len-Lto
T2 2

=32
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Coziim 2:

4 p2
ff f(x,y)dA=f [ 6xydxdy
A o Jyy
4 2
= 3x2y|°_dx
‘[0 yiyfﬂ

4 2
=f 3x%ydy
0

NI
4
=f (12y-3y*)dy
0
= 65" -
= (6(4%) —4%) -6(02-0%)
=32
Ornek 39.9.
f(x,y)=6x%y (39.24)

fonksiyonunun D = {(x,y) : —1 < x < 3;0 < y < 1} bolgesi iizerinden
integralini bulunuz.

Coziim:
3,1
f f 6x2ydydx
-1Jo
= 3x2y? 1_ dx
f—l Vly=o0
3
=f 3x%dx
-1
313
=x|,
=28
Ornek 39.10.
flx,y) =6x*y (39.25)

fonksiyonunun D = {(x,y) : 0<x < 1;-1 < y < 3} bélgesi iizerinden
integralini bulunuz.

1 p3
ff(ixzydydx
0 J-1
1
=f 3xzy2
0

1
= f 27x* -3x%)dx
0

Coziim:

3

-1

1
:f 24x% dx
0

24 L
:—x3
3
_ q.3|1
—8x|0

=8

0
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Ornek 39.11.

fo,n= (39.26)

x+y?

fonksiyonunun D = {(x,y) : 1< x < 4;0 <y < 2} bolgesi iizerinden
integralini bulunuz.

Coziim 1:

f14f02 \/xy+_y2dydx=fl4(\/W—\/z)dx
=2 (Vara-va)|,
=2(VB- V8- (vV5-V1)

2(2vZ-2-V5+1)

2(2\/5—\/5—1)

Coziim 2:

2 r4 2 — —
dxdy=1| 2 44y —\/1+y*|d
fofl EE Tl y y*|dy

:2(2\/5—\/5—1))

Ornek 39.12.

f, ) =xy (39.27)

fonksiyonunun D = {(x,y) : 0<x <1, 0 <y < 3)}, bolgesi iizerinden
integralini bulunuz.

Coziim:

0

1

Ornek 39.13.
) =vxy (39.28)

fonksiyonunun D = {(x,y) : 1 < x < 4, 4 < y < 9} bélgesi lizerinden
integralini bulunuz.
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Coziim:

4 p9
I:f f VxXy dydx
1 Ja
4 p9
:f f Vx/ydydx
1 Ja
4 9
:f ﬁf VY dydx
1 4
2 4 9
2 2 4
_ 2 2 3
—%Mywvxh

—(é)19(8—1)
9

_532

T 9

Ornek 39.14.

fl,y) =ye*

Katli Integral

(39.29)

fonksiyonunun D = {(x,y) : 0 < x = 2,-1 < y < 1} bélgesi iizerinden

integralini bulunuz.

Coziim:

1

2 1 2 )2
f f ye* dydx :f e’ —
0 J-1 0 2

=0
1 2 1
f/yexdxdyzf ye*
-1Jo -1

1
=f y(e? - 1)dy
-1

2

_ 2 1y
= (e 1)2
=(e2—1)(
=0

-1

1 1) 2
=(———)/ e*dx
2 2)Jo

2
dx
x=0

1 1
2 2

Asagidaki integrallerde integral siras1 dnem kazanmaktadir. Hesabi

kolaylastiran integral sirasini belirleyerek integrali hesaplayiniz.

aAD={(x)):0=x<1,1<sy=<2)}, [[pxeVdA
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1)

b)D ={(x,y):0<x<1, 0<y=< 1} bolgesi lizerinde

ff Sy
D l+xy

integralini hesaplayiniz. 0

u=1+xy,du=xdykonumuyla;

X 1 1
A= 1
f/D1+xyd fo n +xy)|0dx

1
:f [In(1+x)—-Inlldx
0

Sekil 39.6: Boliintii

1
=f In(1+x)dx
0
=(x+1)(ln(x+1)—1)|(l) =2(In2-1)-(1).(-1)=2In2-2+1

Verilen denklemlerin grafikleri ile sinirlanan boélgeyi grafikle gésteriniz

ve kiime gosterimiyle, diizgiin x-bolgesi (Tip I) ve/veya diizgiin y-bolgesi
(Tip II) olarak ifade ediniz. Fig. 1
a)y=5-x%y=1 Sekil 39.7: Boliintii

D={(x,))|-2<x<2, l<y<5-x%

={,Il=sy=<b —5-y=x=<.5-y}

b) y= x2,y =4 | " E .' | B " -

D={x,pyl-2=x=<2, x25y54}
={x,I0=sy<4, —y<sx<y}

Q) y=x>-6x+8, x+y=8

D={(x,y)ly=x*-6x+8, x+y=8}
={(x,)):0<sx<5 x*—6x+8<y<8-x}
={xy):-1=y=<33-/1+y=x=<3+1+y

Uf(x,):3<y=<83—-y/1+y=x=<8-y}

Sekil 39.9: Siittinlarin Olusumu
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Sekil 39.10: Boliintii

Sekil 39.11: Riemann toplami
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d)
y:5+4x—x2,x+y:5

y:5+4x—x2, x+y=5
= x*-5x
=>x(x-5)=0

=>x1=0, X2 =5

D={(x,pl0=x<5, —x+55y55+4x—x2}

Koseleri (1,1), (3,3), (4,3) ve (5,2) noktalarinda olan dortgensel bolge
D olsun. D yi sadece sinir noktalarinda ortak noktalar1 bulunan diizgiin
bolgelerin birlesimi olarak ifade ediniz.

a) [ [p24xdA

D = D; uD, U D3 alinirsa,

ff 24di:ff 24di1+ff 24di2+ff 24xdAs
D D] D2 D3
3 prx

:f 24xdydx
1 JI+

3
1

olur.
D = D4 U Ds alinirsa,

szf 24ydA:ff 24ydA4+ff 24yd As
D Dy D-5

2 p4y-3
:ff 24y dxdy

1 Jy

3 p7-y
+f f 24y dxdy
3 Jy

Integrasyon bolgesi verilmis olan ¢ift kath integrali hesaplayiniz.
aD={xy:0sy<2x,0=<x<2}, [[p(x*+xy)dA

olur

2 r2x
f f (x2+xy)dydx=16
0 Jo

b)D={(x,y): 0=sx=<y,0=sy=<1}, [[p4xy*dA

1 py 1
ff24xy3dxdy:f 12x2y3|gdy
0 Jo 0
1
=f 123 (y* - 0)dy
0

1
=f 12y°dy
0

=2)%,
=2

oD={(xy):y*<x<y0<y<l, [[,/XydA
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o dxd 2
|, [ vevasay= 3

O D={(x,y):0=sx<y*0=<y<1}, [[pye*dA

1 py? 1 )
sz f ye*dxdy =f e“y|l_,dy
0 Jo 0

1 2!
L A
2 2

0

dD={(x)):0=sy<x0<x<1, [[,e"VdA

1 px
I:f f e Vdydx
o Jo
1 px
I:f f e*.e¥dydx
0 Jo
1

:f ex.ey|§ dx
0

1
=[ (e**—e*)dx
0

1

1
— _62x_ex
2 0
1
=—(e—1)?
2( )

INTEGRAL SIRASINI DEGISTIRME

Asagidaki inegrallerde integrasyon bolgesinin grafigini ¢izerek integral
sirasini degistiriniz.

&) fy [ foxy)dydx

1 px®
I:f f flx, ydydx
0 Jxt

1 ey
:f f fl,ydxdy
0 JYy

Asagidaki integralleri integrali sirasini degistirerek hesaplaymiz
(integral sirasini degistirmeden hesaplamay1 denemeyiniz!)



652 Katli Integral

a)

b)

1 pl ) 1 pyx )
[ f 2ye” dxdy:[ f 2ye” dydx
0 Jy2 0 Jo
- f112ex2y—2 v
0 2

dx
1 2
=6f e’ xdx
0

y=0
= 3¢e*

x=0
=3(e—-1)

c)

2 prd 4
szf yzdxdy
0 Jy21l+x
4 1 2\/;
= 2 d
fo 1+ *
:f4 2y2 VX
0 1+x20

0
4 2x
=f X ax
o 1+x2

=In(1+ x2)|3
=In(7)-1n(1)
=1n(7)
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¢)
f4f2 2d d 2 p2y 2d g
24/1+2 x:ff 24/1+2 X
0 Js V yeay o Jo \/ y y
2
= 24/1+2y%x
[ 2y/rezy
2
f\/1+2y24ydy
0

2

2
g\/(1+2y2)3 .

2y
dy
0

1 9%
b) o 5 fx,y)dxdy

1 py? 1 pl
f f f(x,y)dxdy:f f fl,ydydx
o Jo o Jyx

<) foz f,?sxf(x,y)dydx

2 p4x 8 ¥y
f f f(x,y)dxdy:f f fl,y)dydx
0 Jxd 0 Jy/a

Yy
A yf fx,y)dxdy

1

8 \/g 2 pdx
f f f(x,y)dxdy:f f flx, y)dydx
0 Jy/a 0 J2x?

Integrasyon bolgesi D verilen denklemlerin grafikleri ile sinirlanan ¢ift
katl integrali hesaplayiniz.
a)D={(x,y): y=x>y=x° ilesiurly, [ [,y*dA

2

1 px
ff ysz:f f vy dydx
D 0 Jx3
_ fy_”z
o 3
1 1

b) D={(x,y): y*=2x,y*=8-2xilesmuh}, [ [,4-y>)dA
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2 rvV2x
ff (4—y2)dA=2f f 4-yHdydx
D 0 JO

4 prvV8-2x
+2f [ 4-y*dydx
2 Jo

(128 128)
2| =+=
15 15
512
T 15

c)
D={xy):0=y=<1,2y=x=<2

5 2 pxl2
ff e’ dAzf f e’ dydx
D 0 Jo
2 . xI2
:fo exzy

dx
2
x
=f e Zdx
0 2

0
1 2
:—f xe* dx
2Jo

271(84‘”

¢ D={(x,y): x=0,x=2y,y=1} ile siurh bolge, [ [, e ZdA

Y 2 1 Yy
ff e_fdAsz e zdydx
D 0 Jx/2
2 1
=f —2¢7Y?|  dx
0 x/2

_ —2([2 e l/2 _ e—x/4) dx
0

2

2
=—2(f xe_”2+4e_)”2) dx
0 0

Katl Integral Uygulamalari

NEDEN INTEGRAL SIRASINI DEGISTIRIYORUZ?

Kath integrali ardisik integral (iterated) haline getirebidigimiz durum-
larda, birisini 6ne ya da sona almak ¢ogu kez 6nem tasimaz. Ama bazi
durumlarda birisini 6ne almanin kolaylik sagladigi goriilebilir. Bununla
ilgili baz1 6rnekler verecegiz.

Teorem 39.15. D ={a < x < b;g1(x) <y < g2(x)} bolgesi iizerinde f (x, y)
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fonksiyonu siirekli ise

b rgx)
/f f(x,y)dA=/ f flx,ydydx
D a Jg1(x)

olur.

Degiskenlerin yerleri degistirilirse, benzer sonug elde edilebilir:
D={csy=d;h(y) <y=< hy(y)} bolgesi tizerinde f(x, y) fonksiyonu

siirekli ise
d prha(x)
ff f(x,y)dA:f f flx,y)dxdy
D c Jh(x)

Ispat: Ardigik integral tammindan ¢ikarilir.

olur.

Ornek 39.16. D ={y =0,y =2x,x = 1} dogrulari ile sinurl1 bolge ise

f / (x+y)dA (39.30)
D
integralini bulunuz.
Coziim :
I= ff (x+y)dA
D
1 2x 4
=f (f (x+y)dy)dx=—
0o \Jo 3
2 1 4 I
= +ydx|dy=-
ﬁ@uwgyg
Ornek 39.17.
2 pe*
I:f f fx, dydx 3
0 J1
integralinin ardisik integral sirasini degistiriniz.
Coziim :
e 2
sz f fx,ydxdy
1 Iny
Ornek 39.18.
0 I
2 rx
sz fz fx,y)dydx Sekil39.12: D=0 < x<2,0<y<e"
—1Jx°-2

integralinin ardisik integral sirasini degistiriniz.

Coziim :

-1 pyy+2 2 py+2
I:f f f(x,y)dydx+f f flx,ydydx
-2 —\/m -1Jy

Ornek 39.19.

1l
2
I:f f eV dydx Sekil39.13: 0<x<1, y=x
0 Jx

integralini hesaplayiniz..



Sekil39.14: 0<x<1 y=x?

Sekil 39.15: X2+ y2 =1 x2+2)%=1
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Coziim :

1 py 5

I:f f eV dxdy
o Jo
1 2

= f ye¥ dy
0

_e-1

2

Ornek 39.20.

1 px?
I:f f (x+y)dydx
0 Jo

integralinin ardisik integral sirasini degistirerek hesaplayiniz.

Coziim :

1 pl

I:ff (x+y)dxdy
0 Jyy
7

20

Ornek 39.21. D bolgesi x> + y* = 1 cemberi ile x> + 2y* = 1 elipsi ile stmirli

szf x?dA
D

Coziim : sekilden goriildiigii gibi D = D; U D, olarak iki parcaya

bélge ise

integralini hesaplayiniz.

ayirmaliyiz.

szf xszsz deA+ff x*dA
D Dy D,

1-x2

e Vi-x2 ) 1 -/ 55 )
= - X“dydx+ x“dydx
-1Jy/ 15 -1J-v1-x2

1 1_x2
:2[ x2( 1-x2- de
1 2

1 1
:2(1——2) x2V1-x2dx
-1
1 1
:4(1——)[ V11— x2dx, (x=sint,dx=costd?)
Vv2)Ja
1 /2
:4(1——)/ sin’tcos’tdt
2/Jo
1 1 /2
=4(1——)—f sin®2tdt
v2) 4o
1 1 /2
=4(1-— —f (1-cos4n)dr
( \/5)8 0
_4(1 1)1(t sindt|"'?
v2)8 4 o
- 7)1
=4(1- —|—
216
V2-Dn
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Ornek 39.22. D bolgesi birinci dértte birlik alanda xy = 16,y = x,y =
0, x = 8 egrileri ile sinirli bolge ise

I:ff x*dA
D

integralini hesaplayiniz.

Coziim 1:
A 5 10
]:ff xsz:ff xsz+ff xsz Sekil 39.16: xy=16,y=x,y=0,x=8
ol Do
16/y
ff xdxdy+ffxdxdy
163 1
=—| |—|d 83— 1y%d
3[Z(yg)y s [ @y
=448
Coziim 2:

szf xszsz deA+ff x*dA
D Dy D,
4 prx 8 pl6/x
=f f xzdydx+[ f x*dydx
0o Jo 4 Jo

=448

Ornek 39.23. D bélgesi y = x*,y = 8— x? egrileri ile stnirli bolgenin alanini
bulunuz.

AlanAzf dA
D

integralini hesaplayiniz.

Céziim 1:
szf deAsz xsz+ff x*d A L
D D Dy ! 0 ‘
2 8-x?
:f f dydx Sekil 39.17: y = x%,y = 8 — x?
—2Jx2
2
=[ (8-x%-x*)dx
-2
_&
B
Ornek 39.24.
floy=eb (39.31)
—2 &
fonksiyonununD = {(x,y) : 0 < x < y;0 < y < 1} bolgesi iizerinden (0, 1)
integralini bulunuz. ® o .
(1.1
a 2

Sekil39.18: D={(X,y): 0sx<y;,0<sy<
1}



0 2

Sekil39.19: D={0<y<x;0<x<1}
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Coziim:

X 1 y X
ff eYdAzf f evdxdy
D 0 Jo
1 x
:f (yey
0

1
=f0 (ye-y»dy

y
Ydy
0

1
=(e—1)f ydy
0

1
= Sle=Dy*|pydy
- Loy
T2

Burada intgralin sirasini degistirirsek [ ;_;d y integralini hesaplayamayiz.
Ornek 39.25.

fo,y= e (39.32)

fonksiyonunun D = {(x,y): 0 <y < x;0 < x < 1} bolgesi lizerinden
integralini bulunuz.

Coziim:

2 Lopx
ffediszexdydx
D 0 Jo
1
:f (yexz
0

1
:f (xexz) dx, (u=x?du=2xdx)
0

1 1
:—/ edu
2Jo

= Le-1)
_Ze—

X
Ydx
0

Burada intgralin sirasini degistirirsek

fexz dx

integralini hesaplayamay1z.
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Alistirmalar

Asagidaki kath hesaplayiniz.

1 pl-x
1.[ f 1-x-ydydx
0o Jo
1 pl s
2.[ f cosy’dydx
o Jox yay
1 pl
3.[ f sinx*dxdy
0 Jy

2 pV2x—x?
4.[ f (% + yz)dydx
0o Jo

4 r2y

5.[ f (x+e¥)dxdy
0 Jy
2 px?+1

6.[ f (xy)dydx
-1Jx
1/2 py 1

R ———
o Jo vV1-—x2 Y
4 rVx

8.[ f x*ydydx
0 Jx/2

V2 py/2-y2
9. 2x—y)dxd
[ [ st

1 p2y 5
1o.f f eV dxdy
0 Jo

1 pvV1-x2
11.[ f xdydx
0 J-vV1-x2

1 py/1-y2
12.[ f xdxdy
-1Jo

Katly integralde degisken degistirme

Tek degiskenlilerde oldugu gibi, baz1 durumlarda degisken degistirerek
katli integral daha kolay hesaplanabilir hale doniistiiriilebilir. Ashinda
katli integrali ardisik integraller olarak hesaplanabildigine gore, degisken
degistirimi tek degiskenli integrallerde yaptigimizin tekrari olacaktir. Yine
de bu doniisiimiin yapilabilmesini miimkiin kilan teoremi ifade etmekte
yarar vardir.

Teorem 39.26. 1. f(x,y) fonksiyonu xy-diizlemindeki bir D bélgesinde
stirekli olsun.

2. Diizlemde tanimli bir T déniisiimii

T x=g(u,v)
y=hu,v)

parametrik biciminde verilsin.
3. g ve h fonksiyonlari D* iizerinde siirekli olsunlar.

4. T doniisiimii bire-bir orten olacak bicimde D bélgesini D* bélgesine
déniistiirsiin.
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5.
0,y S—Z %
J(u, )—a(u’ ) = 1oy % (39.33)
6. J(u,v)#0

varsayart saglaniyorsa

ffo(x,y)dydx:ffD*f(g(u, v), h(u, V) |J(u, v)| dudv (39.34)
dir.

Ispat: T doniistimii uv-diizlemindeki bir (i, v) noktasini xy-diizlemindeki
(x, y) noktasina gotiiren dontistimdiir. g, h fonksiyonlari D* bolgesinde
taniml ve siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlardir. T déniisiimiinii vektor
degerli bir fonksiyon imis gibi diisiinebiliriz. (0,0) bas noktasim (x, y)
noktasina birlestiren vektorii 7 = xi + yjyada 7 = g(u, v)i + h(u,v)j
biciminde yazabilirz. g, h fonksiyonlar siireli tiirevlere sahip olduguna

. 0g @ o . s
gore 55,35, %, % kismi tiirevleri var ve siireklidirler. u = uy ve v = vg

egrileinin teget vektorleri % % olacaktir.
T doniisiimi altinda boyutlar1 Au x Av olan dikdértgen xy-diizleminde

bicemi bozulmus dikddrtgenimsi bir bolgeye doniisiir. Bunun alani

yaklasik olarak,
or or
— x —|[AulAv
ou
olur. Ayrica,
Yo J P
0F OF| _lax oy ol plo 7 :k‘a(x,y)
ou oOv g_; gj g—l’j % o(u, v)
ov ov
olur. Buradan,
or oOr o(x,y)
— x —|AulAv = Aul
duxdu uav ‘a(u,v) ey

elde edilir. Simdi integral tamimina dénersek,
Y f(gw,v), h(u, ) 1J(u, v)|dudv

toplaminin limiti varsa, bu limit

ff fx,ydydx
D

integraline esit olacaktir. O halde,

fj;)f(x,y)dydx = fj;)* f (g, v), h(u, v)) 1 J(u, V)| dudv (39.35)
cikar. Simgelerde birligi saglamak icin,

dA=dxdy

_ ‘ 0(x,y)

) dudv

oldugunu vurgulamak yeterlidir.
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. 2

Ornek 39.27. % + L < 1 ile stnurli D bélgesinin alanini degisken
a b

degistirme yontemi ile bulunuz.

Coziim:x = au, y = bv degisken degistirimini yaparsak, D bolgesi
u? + v? < 1 agik diskine doniisiir. Bunu yapan parametrik déniisiimler

siirekli tlirevlenebilir. Dolayisiyla Teorem (39.33) uygulanabilir. (a >
0, b > 0 olmak tizere

dxdy = ‘a(x,y) 'dudv:“Z

0
=abdudv
o(u,v) b

olur. Dolayisiyla,

ff ldxdy:ff abdudl/:ab(ﬂlz):nabbr2
D .

cikar.

Ornek 39.28. Kdseleri (0,0),(1,1),(2,0) olan D iicgeninin iizerinde,

ff (x+y3dxdy
D

integralini degisken drgistirimi yaparak bulunuz.

Coziim:u = y — x, v = y + x degisken degistirimini yaparsak, D bdlgesi
koseleri (0,0), (0,2), (-2,2) olan D* {iggenine doniisiir. Bunu yapan
parametrik doniistimler siirekli tiirevlenebilir. Dolayisiyla Teorem (39.33)

uygulanabilir.
owv) 1 _l—l 1_,
Ty T
o(x,y) s 1 1
dir. Buradan,

1
dxdy = dudvzédudv

o(u,v)

1
ff (x+y)3dxdy=ff —v¥dudv
D D* 2
1 2 pr0
=—ff v® dudv
2 0 J-v
1 2
:—/ vtdu
2 Jo

16

5

' o0(x,y)

Ornek 39.29. Kdoseleri (0,0),(1,1), (2,0) olan D ticgeninin tlizerinde,

ff e% dxdy
D

integralini degisken drgistirimi yaparak bulunuz.
Cozim:
1 1
U=y—X, V=y+x=>Xx= §(u+ v),y= E(v—u)z u=v,u=-v,v=2)

D bolgesi koseleri (0,0), (2,2), (—2,2) olan D* ticgenine doniisiir. Bunu
yapan parametrik doniistimler siirekli tiirevlenebilir. Dolayisiyla Teorem
(39.33) uygulanabilir.
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‘6(x,y)
o(u,v)

_1
— |72
1

2

y=x 1 u
ff eiﬂC dxdysz —ev dudv
D * 2
1 2 v u
=—ff evdudv
2 0 J-v
_1
e
= ef vdv
2 Jo

=e— —
e

olur. Buradan,

Alistirmalar

. Kboseleri (1,0), (2,0), (0, -2), (0,—1) olan D yamugu iizerinde,

f[ e% dxdy
D

integralini bulunuz.

. x=2y=0,x-2y=4,3x—y =1,3x -y = 8 dogrularinin sinirladig1D

bélgesi lizerinde,

ff Y72V 4
D3x—Yy

integralini hesaplayiniz.

. Koseleri (1,0), (2,0), (0,2), (0,1) olan D yamugu iizerinde,

[l ==

y_x)dA
y+x

integralini hesaplayiniz.

. D={(x,): m<x+y<2m —m<x—y<mn}bolgesiiizerinden,

ff (x? — y?)sin®(x + y) dxdy
D

integralini hesaplayiniz.

. 9x? +4y? =1 elipsi iizerinden,

ff sin(9x% +4y*)d A
D

integralini hesaplayiniz.

. |x|+1yl = 1 eitsizligi ile belirlenen D bolgesi lizerinden,

ff e“VdA
D

integralini hesaplayiniz.

. Koseleri (0,0), (27,0), (0,7) olan D ii¢geni {izerinden,

ff sin(x+2y).cos(x—2y)dA
D

integralini hesaplayiniz.

Katli Integral
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8. y=x%y=4x?xy=1,xy = 5 egrilerinin simirladig1 D bélgesi iiz-

|] xvaa

erinden,

integralini hesaplayiniz.

Iki Katly Integral Ile Diizlemsel Alan Hesabi

1. Pappus teoremini kullanarak dik dairesel koninin yanal yiizeyinin
alanini ve hacmini bulunuz.

Coziim:

Genel olmasi i¢in koninin yiiksekligi olarak herhangi bir r sayis1 alahm.
Koninin simetri dogrusu Oy— ekseni olacak sekilde tepe noktasini

(O, O) baslangic noktasina koyalim. Koni sekilde goriildiigii gibi bas
asagl konumlanmis olsun.

Koninin yanal ylizeyindeki |OB| dogru parc¢asini kiitle merkezi, |OB|
bin orta noktasidir: (x,y) = (37, 3 h) dir (bkz. ). Alan

’
A=|0B|.2nR=2V r2+h2.n5
=arvr?+h?

OAB iiggeninin kiitle merkezi (g, g) dir. Hacim

rh .rrth 1
V=02aR)— =2i—.— =-nr“h
2 32 3

olur.

2. Pappus'un ikinci teoremini kullanarak y = vr2—x%, -r < x <r
yaymin kiitle merkezini bulunuz.
Coziim:
Pappus’un ikinci teoremini kullanacagiz. Kiirenin alaninin 4712
oldugunu biliyoruz. Buna gore;

=|
I
e

(39.36)

[ydm
ydm
[VrE-x2 S+ yPdx
B ds

V2= ——L—

Vri-x?dx

y=

f—\/rzr_de
Sl rdx

f—rr \/r2r_7xzdx




b

f(x)dx

Sekil 39.20: Soru7-11a

(1,1) y=1 (e,1)

Sekil 39.21: xy =5,x+y=6

b

f(x)dx

Sekil 39.22: y = x,y = x°

664

Yiizey Alani S:

2
S= (rn)Zn(g =4nr?

¢ikar. Buunu daha kisa yolla yapabiliriz.

4mr? = (rm)2my
>y= 2 r
y= b4

Katli Integral

(39.37)

Verilen iki denklemin grafikleri arasinda kalan bdlgenin alanini c¢ift

kath integralle hesaplayiniz.

a)y:xfz,y:%x—i-Z

4 p2+x/2
Alan:f / dydx
-2Jx%14

4

2
:f (f+2—x—)dx
2\ 2 4

=(4+8 64)*(1 4+ 8)
- 8 12

=15-6
=9

b)xy=5x+y=6

5 pb—x
Alanz[f dydx

1 J5/x

5

:f ((6—x)—§)dx
1 X

2 5

= 6- = —5In(x)|)
62 1

=(30 25 51n5) - (6 L 51n1)
B 2 2

=30-18-5In5
=12-5In5
=9

y=xy=x3
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Ornek

r yaricapl bir cember, cember diizleminde ve cember merkezine
b, (b > r) uzaklikta sabit duran bir eksen etrafinda dondiiriiliiyor. Mey-
dana gelen cismin (simit, torus, daughnut) ylizey alanini ve hacmini
bulunuz.

Cozium:

Cemberin agirlik merkezi kendi merkezidir. Cemberin merkezi eksen
etrafinda bir doniis yapinca 27b kadar yol alir. Cemberin alani 772 dir.
Pappus teoremine gore hacim

V = 2ub)(nr?) = 2n°br?

olur, yiizey alani ise
S=2nb)@2nr) = An’br

olur.

Alistirmalar

1. x = a,y = akaresinden a yarigapli cember cikariliyor. Geri kalan
diizlemsel bélgenin alaninmi buliniz.

3

2. y=x°,x=1,x =2,y = x egrileri ile sinirlanan diizlemsel bolgenin

alanini bulunuz.

12,
f f e dydx
0 J2x

integralini hesaplayiniz.

2 4
f f ycosx*dxdy
0 Jy?

integralini hesaplayiniz.

8 2 y
j(; f%fy V(16+x7)

2 p4
f f ycosx*dxdy
0 Jy?2

integralini hesaplayiniz.

7. y= %3, y=x+4,y=-4x+9 egrilerinin simirladig1 diizlemsel bolgenin
alanini bulunuz.

8. x%+z% =9silindirini y = 2x diizlemi kesiyor. Birinci bélgede silindirden
ayrilan parcanin hacmini bulunuz.

9. x=-y?y—-x = 2 egrileri ile sinirlanan diizlemsel bolgenin alanini
bulunuz.
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Iki Katly Integral fle Hacim hesaplart

Bu kesimde iki ya da daha cok yiizey ile sinirlanan hacimleri hesaplay-
acagiz. Uygulamada cogunlukla ylizeylerden birisi x y-diizleminde
diizgiin egrilerle sinirlanmig diizlemsel bir bolge olur ve yanal ylizeyler
sozkonusu bolgenin sinirlarini dogrultman olarak kabul eden ve ayritlar:
diizlemsel boélgeye dik olan bir silindirdir. Silindirin bir kapag: diizlemsel
bolgedir, o6teki kapak silindir ile baska bir ylizeyin arakesiti tarafindan

i7 belirlenir.

Ornek 39.30. Kdoseleri (0,0), (0,1), (1,0) olan D iicgeni ile z = x + y yiizeyi
arasindaki hacmi bulunuz.

V:ff(x+y)dA
D

1 pl-x
= +
Sekil 39.23: Yiizeyler arasindaki hacim [, «[0 (x+y )dy dx
1

1-x
= (xy+ L dx
0

2 |,
1
.

(1-x)?

x(1-x)+ dx

Il
S

y =1-x?ve y = 0 ile sinirlanan D bélgesi ile z = 4 diizlemi arasinda

(0,0) kalan hacim.
g 2

Sekil 39.25: Uggen
koseleri:(0,0), (0,2), (2,2) V:f/D4dA
1 pl-x?
:f f 4dydx
-1J0
1
1-x?
:ﬁl 4y|y=0 dx

1
:j)4ﬂ—x%dx
-1

1
— 2
Sekil 39.26: Koseleri: y = 1 — x? = f_ 1(4—4x )dx
43|
=24x—-—
3 1o

16
T3
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KBl  Kutupsal Koordinatlarda Iki Katl Integraller

Kutupsal koordinatlara déniisiimii incelerken

x=rcos6
T:
y=rsinf
doéniisiimii ile xOy- dikey kartezyen koordinat sisteminden (r,8) kutupsal

koordinat sitemine nasil dontisiim yapildigini incelemistik. Bu kesimde,
bu déniisiimiin kath integrallerde kullanilisini ele alacagiz.

r? :x2+y2, x=rcosf, y=rsinf

ve
0 .
la(x,y) % FZ| || coso  sing ||
o(u,v) g—g g—g —rsinf rcos@

cikar. Oyleyse asagidaki teoremi sdyleyebiliriz:
Teorem 39.31. D={(r,0)] a<r<b,af0=<pf, 0<pf—a<2nbolgesinde

[ fonksiyonu siirekli ise

B rb
ff flx,y dA:f f f(rcosO,rsin@)r drdf (39.38)
D a Ja

esitligi saglanir.

Kanuit: Onceki kesimde ifade edilen dniigiim Teorem’inin varsayimlari
saglandigindan, sozkonusu teoremin burada gecerli olacagi aciktir. O

Ornek 39.32. x? + y? < 4 kapal: diski iizerindeki

ff 2 +y?+1)dA
D

katly integralini kutupsal koordinatlara donitisiim yaparak hesaplayiniz.

2n 2
ff (x2+y2+1)dA=f f (r* +1)rdrdb
D 0 0

21 (A r22
L[58
0 4 2

=12n

Coziim:

0

Ornek 39.33. x>+ y? =4, x> + y* = €® cemberleri arasinda kalan D halka

ff In(x*+y*dA
D

katli integralini kutupsal koordinatlara doniisiim yaparak hesaplayiniz.

2m pre
ff In(®+ yz)dA =f f Inr>)rdrd@
D 0o J2

1 1 €
=4n (—rzlnr— —rz)
2 4

=n(e® +4-81n2)

bolgesi tizerindeki

Coziim:

2

y
P (x.y)
1 Y
0
O x Q

Sekil 39.28: Doniisiim

Sekil 39.29: Halka bolge

o

Sekil 39.30: In(x? + y? yiizeyi




dV=r’sin do do dr

Sekil 39.31: Kiirenin hacmi

Sekil 39.32: Alan

Sekil 39.33: z = % ylizeyi
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Teorem 39.34.
R={(r,0)] a<0<pf, rn@ <r<r0),r0)=0,r6)=0}

bélgesinde f fonksiyonu siirekli ise

r2(0)
ff f(r,0) dA=faﬂ ’ fr,0)rdrde (39.39)
R r1(0)

esitligi saglanir.

Ornek 39.35. a yaricapl kiirenin hacmini kutupsal koordinatlar kulla-
narak hesplayiniz.

Coziim: x*+ y*+ z% = a® kiiresinin xy-diizleminin {istiinde kalan yarisini
hacmini bulup cikani 2 ile ¢arpabiliriz.
220, z=\/a?-x?>-y?

dir. Yan kiirenin xy diizlemi iizerindeki izdiisiimii

D={xy| x*+y*<a®

ir. Buradan,

2n
V= fo\/ 2—x2-y3)dydx = 2[ f\/ 2—r2rdrd0
1
—2[ (——(a —r)z)
0

2n
=—§f ((az—az)% —(az—oz)%) do
0

2m

- f a*0 de
3 0
z 3g|
3
4
=-na®
3

Ornek 39.36. D bélgesi birinci dortte birlik (first quadrant) bélgede

r =3cos0 diskinden, r =1+ cos0 kalp egrisi (cardioid) atilinca geri kalan

1
[[ Zaa
DX

katly integralini kutupsal koordinatlara déniisiim yaparak hesaplayiniz.

dao

bélge olsun.

Céziim: 3cosO =1+ cosO = 2cosf =1,cos0 = % = 0 = % oldugundan,

/3 p3cosf
f —dA= f f rdrd0
DX 1+cos@ r0059
/3 pr3cosf
=f f secO drdf
0 1+cos6

/3 0
=[ rsecO3¢%sY 40
0

1+cos6

/3
=f (3cosBOsecO — (1+cosB)sechH)dbd
0

/3
:f (2—-secH)do
0
= 29—ln|se06+tan9||”/3

=?—ln(2+\/§)
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Ornek 39.37. D bélgesi birinci dortte birlik (first quadrant) bolgesi olsun.

Bu sinirsiz bolgede,
ff e @A
D

katli integralini kutupsal koordinatlara déniisiim yaparak hesaplayiniz.

Céziim: Bu has olmayan bir integraldir. Oyleyse, Kutupsal koorinat
sistemine gecerek,

_2A) ) nl2 pn 2
ff e Y)dA= lim f e " rdrdf
D n—ooJo Jo

/2 1 n

= lim (——e—’2 )d@

n—o0 0 0
/2

= lim (-le—”z + l)de

n—oo Jo 2 2
/2

= lim —(1—67"2) 0

n—oo 2 0
b4

= lim — (1 —e_”z)
n—oo 4

7

4

Ornek 39.38.
o0
T
I =f e dx= vz
0 2
oldugunu gésteriniz.
Coziim:

0 2
I:f e ¥dx
0

a 2
Iazf e X dx
0

dersek, degisken adini serbestce segebildigimizi de diisiinerek,

2 4 —x2 a 2
(Ia)zfe dxfeydy
0 0
:ffRe_(’Czﬂ’z) dxdy

= g (6nceki problemden)

cikar. Onceki problemin sonucunun bilinmedigini, varsayarak ¢oziimii
bulabiliriz. Simdi, birinci dortte birlik (first quadrant) bolgede R; bolgesi
ayaricapl disk, R bolgesi kenar uzunlugu a olan kare, R, bolgesi v2a
yaricapli disk olmak iizere,

ff e YY) dxdysff oY) dxdysff e YY) dxdy
R R R,

yazabiliriz. Kutupsal koordinatlar kullanirsak,

nl2 pa ) 12 pV2a )
f f e rdrdf < (1,)? sf f e " rdrdf
0 0 o Jo

T 2 T 2
s l—e‘r)s I 25—(1—e‘2“)
A (o= 5

lim,_. icin istene sonuc elde edilr:

I:fooe_xzdx: ﬁ
0 2

buradan,
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KERBR Alistirmalar

1. D={(x,y)| m?<x*+y*><4n?} ise

ffl)cos(m) dxdy

integralini hesaplayiniz.

2. z=x?+ y? paraboliiniin altinda, xy— diizleminin iistiinde ve x> + y* =
2x silindirinin icinde kalan kat1 cismin hacmini bulunuz.

3. x?+y?+ 2% = 1 kiiresi ile iistten ve z = y/x2 + y2 konisi ile alttan simirh
bélgenin hacmini bulunuz.

4. D bolgesi x = /4 — y? yar1 gemberi ve y—ekseni ile sinirli bolge ise,

ff eV da
D

5. Dbolgesi x> +y> =4, x*+ y?=2x, cemberleri ile simirli bolge ise,

[] xaa

integralini hesaplayiniz.

integralini hesaplayiniz.

1 pvVi-x? ,
f f e dxdy
0 Jo

integralini hesaplayiniz.

a rVa-y 5
f f (x®+yH?2 dxdy
—-aJo

integralini hesaplayiniz.

4 py/16-y2
f f (xz.yz) dxdy
0 J-/16-)2

integralini hesaplayiniz.

2 pV2x—x*
f f \/x2+y%dydx
0 Jo

integralini hesaplayiniz.

10. Asagidaki ntegralleri tek bir integral isareti atinda yaziniz.

1 X V2 rx 2 pVa-x2
xddx+f fxddx+f[ xydydx
fl/ﬁfﬂ—xZ yay 1 0 yay v2Jo yay

integralini hesaplayiniz.
11. r =2-sin0 kalp egrisinin alanini bulunuz.

12. z=8-x%-y?ve z = x* + y* praboloidleri arasinda kalan bolgenin
hacmini bulunuz.
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13. D=1{(x,y):x*+y*><9}ise

cos\/x2+y2dA
Jlyosxt

integralini hesaplayiniz.

14. D=1{(x,y): x>+ y?> <4} ise

ff e dA
D

15. D={(x,y): x*+y*> <1} ise

[[ V= aa
D

integralini hesaplayiniz.

integralini hesaplayiniz.
16. r =2sin0 egrisini ¢iziniz.
17. r =1-cos®0 egrisini ¢iziniz.
18. r =0 egrisini ¢iziniz.
19. r =0] egrisini ¢iziniz.

20. r = 2cos40 egrisinin birinci bolgede sinirladig diizlemsel alani
bulunuz.

21.
a pvVa*-x? > o
f f eV dydx
-aJo
integralini hesaplayiniz.

22, z=4(x*+ y2 paraboloidi, x%+ (y— %)2 = % si,lindiri ve xy diizlemi
tarafindan sinirlanan hacmi bulunuz.

23. x%+y? + z% = 25 kiiresi iginde ve x? + y? = 9 silindiri diginda kalan
bélgenin hacmini bulunuz.

24. Kutupsal koordinatlar kullanarak

2 1
—df=1
/o (cos@ + sinB)?
oldugunu gosteriniz.
25.
Va—x2
fo 4-x L dex
o Jo /xZ + y2
integralini hesaplayiniz.

oldugunu gosteriniz.

26.

(e 9] (e9)
f f eV dxdy
o Jo

integralini hesaplayiniz.
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27. r = 2v/(2-5in20) egrisinin birinci bolgede sinirladig1 diizlemsel
bélgenin alanini bulunuz.

28. r =1+ cos@ kalp egrisi icinde ve r = 1 ¢cemberi disinda kalan diizlem-
sel bolgenin alanini bulunuz.

29. r= %, 0 < 0 < 27 spirali ile x ekseninin sinirladig1 diizlemsel

bélgenin alaninmi bulunuz.
30. r=1+cosfile r =1-cos0 kalp egrileri arasindaki alani bulunuz.
31.
_ 1
fx, = m
fonksiyonunun x? + y? < % bolgesi tizerindeki integralini bulunuz.
32.

In(x?% + y2)

fly) = Y

fonksiyonunun x? + y? = 1 cemberiile x* + y?> = ¢? cemberinin
sinirladig1 bolge tizerindeki integralini bulunuz.

33. r? =9sin26 egrisinin simirladig diizlemsel bélgenin alanini bulunuz.

34. y=x% y=-1, y=2x-1egrilerinin simrladig1 diizlemsel bélgenin

alanini bulunuz.

35. (x%+ y?)? = 2a®xy egrisine Nernoulli lemniskat1 denilir. Bu egrnin
P(1,1) noktasindaki tegpetinin denklemini yaziniz.

36. (y— a)?(x*+ y2) =b? y2 egrisine Nicomede konkoidi denilir. Bu egrinin
P(+/15,1) noktasindaki tegetinin denklemini bulunuz.

37. Kapal tiirev formiiliinii kullanarak, gemberin her tegetinin, cem-
ber merkezini degme noktasina birlestiren yaricapa dik oldugunu
gosteriniz.

38. Kutupsal koordintlar kullanarak,

f’z’ do _;
o (cos@+sinf)?
oldugunu gosteriniz.

39.
(o0} (o0} 2 2
f f e YY) dxdy
o Jo

integralini hesaplayiniz.

40. Pozitif Ox-eksenive r = %, 0 < 0 < 27 spirali tarafindan sinirlananan
bélgenin alanini bulunuz.
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]//f(:r:,y,z)dv

Bu boéliimde ii¢ kath integralleri ele alacagiz. Tki kath intgralde integral $ekil 40.1: Ug kath integral

Ug katli ya da n-katl integral tanimu iki kath integralin genellemesidir.

bolgesi olarak diizlemde bir D blgesini aliyorduk. Ug kath integralde,
integral bolgesi diizlemsel olmak yerine ii¢ boyutlu uzayda bir T hacmi
olacaktir. w = f(x, y, z) fonksiyonunun tanim bélgesi

T={(x,y,2) as<x<b c<y<d,e<z<f, x,y,zeR}

kiimesidir. Baz1 yerlerde < yerine < bagintisi gelebilir. Tabii bu kiime
bir dikdortgenler prizmasidir. Ama bu 6zel bir durumdur; T her zaman
uzayda bilinen bir geometrik sekle benzemeyebilir. T kiimesi ti¢ boyutlu
uzayda bir yer (hacim) doldurur. Bu hacme kat: cisim (solid) denilir.

Ug katl integrali tanimlamak icin, ilk isimiz T tanim kiimesinin
bir béliintiisiinii olusturmak olacaktir. Tek kath integralde bir dogru
parcasinin, iki kath integralde bir dikdértgenin boéliintiisiinii olusturmus-
tuk. Ug kathi integralde ise bir dikdértenler prizmasinin béliintiistinii
olusturacagiz. Bu is, 6nceki yaptiklarimizin benzeri olacaktir:

[a, b] araliginin bir béliintiisii # tane alt araliktan olusan

Pia=x<X1<Xp<X3<..<Xp_1<X,=b, neN*
[c, d] araligiin bir boliintiisti m tane alt araliktan olusan

Dic=Y<Y<Y2<P3<...<Ym-1<Ym=d meN"
[e, f1 araliginin bir béliintiisii s tane alt araliktan olusan

R:e=2z20<21<23<23<...<251<z5=f seN*t

olsun. T hacminin ayrigimini

Tij (=P x2DxR Sekil 40.2: Kat1 cismin boluntiisii

= [xi-1, X1 x [yj—1,¥j] % [2x-1, 2&] ‘
l<i<I,1<j<],1<k<K, I,J,KeN* g

biciminde ifade edebiliriz. Integral taniminda béliintii araliklarinin en N ‘ V4
uzununun uzunlugu sifira giderken limit alindig1 icin, her ti¢ boyuttaki
béliintii araliklarini kendi aralarinda esit almak bir kisitlama getirmez. . s

Simgeleri basitlestirmek i¢in, 22 boliintiisiindeki araliklarin uzuluklarinin i
ayni ve Ax, 2 bolintiistindeki araliklarin uzuluklarinin ayni ve Ay, %

Sekil 40.3: Bir boliintiiniin hacmi
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Sekil 40.4: xy diizlemine izdiistim
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boliintiistindeki araliklarin uzuluklarinin ayni ve Az oldugunu varsay-
alim. Buna gore T prizmasinin T; . kiigiik prizmalarindan olustugunu ve
onlarn her birisinin hacminin

AV =AxxAyxAz (40.1)

oldugunu soyleyebiliriz. Artik integral tanimi i¢cin Riemann toplamim

olusturabiliriz:
(10 Vi Zi i) € Tijk
olmak tizere
n m S
Sums = 2 > F X1 Vi 2 1) AV (40.2)
i=1j=1k=1
diyelim.

Tanim 40.1. T bélgesi ii¢ boyutlu R® uzayinda bir bélge ve f (x, y, z)
fonksiyonu bu bélge iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

n m s
ffo(x, y,2)dV = n,rlli,?loo.zl le;lf(x;jk,y;jk,zjjk)Av (40.3)
i=1j=1k=

diyelim. Sagdaki limit varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun T bolgesi
tizerindeki ii¢ katli integrali denilir ve soldaki simge ile gosterilir.

Animsanacag gibi, iki kath integralin taniminda hesaplamanin zor-
lugunu asmak icin, kath integrali integral tanimindan hesaplamak yerine
ardisik integrallerle hesaplama yoluna gitmistik. Benzer diisiinceyi ti¢
kath integrallere de uygulayacagiz. Ug kath integrali art arda uygulanan
tic tane tek katli integralin hesplanmasina indirgeyebiliriz. O durumda,
tek katli integral icin bildigimiz biitiin integral alma yontemlerini uygu-
layabilecegiz. Bu olgu Katli integrallerin hepsi icin gecerlidir ve integral
hesabini ¢ok kolaylastirir.

Yine animsayacaginiz gibi, diizlemsel bir D bolgesi {izerinden iki kath
integrali ardisik integrallere doniistiiritken D bélgesinin Ox— ve Oy—
eksenleri tizerine izdiistimlerini aliyor ve izdiislimiin u¢ noktalarini en
distaki integralin sinirlari olarak kullantyorduk. Benzer isi {i¢ boyut icin
de diistinebiliriz.Ancak, bu kez izdiisiimler koordinat eksenlei yerine xy,
xz, yz koordinat diizlemleri tizerine yapilacaktir. Bu {i¢linii ayr1 ayr1 bir
teorem halinde yazalim:

Teorem 40.2.

1. T bolgesinin xy— koordinat diizlemine izdiisiimii T, olmak {izere

f(x,y,z) fonksiyonu
T={xy2| (x,)€Txy g (x,y)<sz<g(x, )}

bélgesi lizerinde siirekli ise,

82(x,y)
fff f(x,y,z)de/f (f f(x,y,2)dz|dA (40.4)
T Ty \Jg1(x,y)

esitligi saganir.
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2. T bolgesinin xz— koordinat diizlemine izdiisiim{i, Ty, olmak iizere,

f(x,y,2) fonksiyonu
T= {(x’y'z)l (x,2) € Txz, h1(x,2) < y= ho (x, 2)}

bolgesi tizerinde siirekli ise,

ho(x,2)
ff f(x,y,Z)dV=ff (f fx,y,2)dy|dA
T xz \Jh1(x,2)

esitligi saganir.

(40.5)

3. T bolgesinin yz— koordinat diizlemine izdiisiimii T, ;olmak tizere

f(x,y,2) fonksiyonu
T={(x,y,2| (1,2 €Ty ki(y,2) <x<ka(y,2)}

bolgesi tizerinde siirekli ise,

k2(y,2)
ff f(x,y,Z)dV=ff (f f(x,y,2)dx|dA
T Tyz kl(yvz)

esitligi saganir.

(40.6)

Hacim

T tanim bolgesinde f(x, y,z) = 1 ise, f nin T bdlgesi tizerinden ii¢ kath
interali T kat1 cisminin hacmine esitir. Bunu bir teorem olarak ifade
edbiliriz:

Teorem 40.3.

(40.7)

82(x,y)
([ remav=[[ ([ ac]as
T Txy \Yg1(x,y)

fo (&2/x,9) - g1(x,y)dA (40.8)

ifadesi iki yiizey arasinda kalan kati1 cismin hacmini verir.

Ornek 40.4. T kati cismi x = 0,y=0,2=0,x+y+ z =1 diizlemlerinin
sinrladig diizgiin dortyiizliidiir.

J[[ zav

(40.9)

integralini hesaplayiniz.

Coziim: T bolgesinin xy diizlemi {izerine izdiigiimii T, olsun. T
bolgesi tistten z = 1 — x — y diizlemi ile ve alttan z = 0 diizlemi ile sinirhidir:

T={xy,2): 0=x=<10=sy=<l-x, 0=<z=sl-x-y} (40.10)

Tyz

xeuy(7.2)

i

Sekil 40.6: yz diizlemine izdiisiim

Zh

(0,01

Y

(01,00 ¥

(1,000

>
X

Sekil 40.7: Diizgtin dortytizli

(1,0)

Sekil 40.8: Diizgiin dortytizliintin xy
diizlemi lizerine izdiisimii
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dir. O halde,

f/szdV=f1f1_xfl_lx_:zdzdydx
1L

dydx
1-x
:—ff (1—x—y)2dydx
2Jo Jo

_1/1_w o

3 . dx
1! 3
=5 fo (1-x)’dx
1( a-04
~6 ( 4 |,
1
T
Ayniintegrali T nin xz ve yz diizlemleri {izerine izdiistimleri i¢in
hesaplayiniz.
Sekil 40.9: paraboloid Ornek 40.5. T kati cismi z = 8—x*— y?, z = x> + y? paraboloidleri arasinda
kalan bélgedir.

A [deV (40.11)

integralini T nin xy— diizlemi iizerine izdiisiimiinii alarak hesaplayiniz
ve xz— diizlemi iizerine izdiistimii (2.Tip) ve xz diizlemi iizerine izdiisiimii
(3.Tip) iizerinde integral sinirlarini yaziniz.

Céziim: xy-diizlemi iizerindeki izdiigimii Tyy : x* + y? < 4 diskidir.
Ciinkii z = 8 — x* — y* denkleminde z = 0 konulursa Ty izdiisiimii
x% + y? = 4 olur. Buradan

L[ [ s

Va-x2
=4ff (8-2(x*+y%) dydx
0o Jo

=16n
olur. Ayrica,
V 8-y? 8-2z— y
Sekil 40.11: paraboloid / f fdedZdJ/‘*‘f f e dxdzdy
z)
yada
V8—z 8—z— y
f f f dxdzdy+f f dxdydz
\X2 y? -v/8-z-y%
ve
}Y 8-x2 ,VB—z—x2
f f f dydzdx+f f dydzdx
5 x2J-vVz-xZ ~V8-—z-x2
2 yada

Seki.l 40.12: paraboloidler arasindaki 4 ovVZ VA2 Ve—z—x2
hacim I :[ f f dydxdz+f f f dydxdz
0o J-vzd- Vz—x2 V8—z—x?

olur.
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Alistirmalar

1.
D:{z+x2:4,y+z=4,y=0,z=0

yiizeyleri ile sinirli bélgenin hacmini bulunuz.

D:{y2+22=1,x=0,x+y+2=2

ylizeyleri ile sinirli bélgenin hacmini bulunuz.

S:{z:x2+y2,z:0,x2+y2:4

ytlizeyleri ile sinirli bélgenin hacmini bulunuz.

D:{x2+z2:4,x2+22=4

yiizeyleri ile sinirli bélgenin hacmini bulunuz.

Uc Katli Integrallerde Degisken Degistirme

Tek ve iki katl inegrallerde yaptigimiz gibi, {i¢ kath integral alirken de
hesaplamay1 kolaylastiracak degisken degistirimi yapabiliriz. Bunu
saglayan teorem sudur:

Teorem 40.6. 1. ¢ = f(x,y, z) fonksiyonu ii¢ boyutlu uzaydaki bir S
bolgesinde siirekli, bire bir ve 6rten T déniisiimii,

x=gu, v, w)
T:4y=h(u,v,w)

z=k(u,v,w)
S bolgesini S* bolgesine doniistiirstin.
2. g, h, k fonksiyonlar: S* iizerinde siirekli tiirevlenebilir olsunlar.
3. 1 doniigiimiiniin jacobiant

Xy Xy Xw

Yu Yv Yw
Zu 2y 2w

ox,y,2)

J(u,v,w) = v

olmak iizere J(u, v, w) # 0 ise

ff f(x,y,z)dV=fff f(gw,v,w), h(u, v, w), k(u, v, w)) J(u, v, w)| dudvdw
S S*

olur.

Kanat: 1ki kath integrallerde yaptigimiza benzer olarak yapilabilir.

Ornek 40.7. S={(x, ¥,2)l 1=x<2,0=<y<2,0<z<1}olmak iizere,

u=Xx
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déniisiimii altinda
ff (x®y+3xyz) dxdydz
S
integralini hesaplayiniz.
Coziim: u=x,v=xy,w=3z=x=u,y= 3,z =¥ yazlabilir. Buradan,

1
Jw,v,w) = |37
0

(=R i ]
w= O O

oldugundan,

ff (x*y+3xyz) dxdydz
S

:fff (u2(2)+3u(z)(£)) |](uyV;W)|dudwa
* u u 3
3 p2 2

=[] (v 22) dudvar

3Jo o u

1 32 2
=‘f / (v+vwln2)
3Jo Jo

2 13 2 |2
=— 1+wln2)—| dw
3Jo 2 0o

dvdw
1

2 3
=—f(1+wln2)dw
3Jo

3

2 w?
=—|(w+—In2
3 2

0
2 9
= —((3+—1n2)
3 2
=2+In8

bulunur.

Alistirmalar

1. x=uv,y=rvw,z = uv doniisimiiniin Jacobiyanini bulunuz.
2. x=e"V y=e"" z ="’ diiniisiimiiniin Jacobiyanini bulunuz.

3. S: XTZ + %2 + % =1 elipsoidinin sinirladig bélgenin hacmini x = 2u, y =
3v,z = 5w doniisiimiini kullanarak hesaplayiniz.

Silindirsel Koordinatlar
Silindir Nedir?

Tanim 40.8. Diizlemsel bir C egrisi ile uzayda bir d dogrusu verilsin. C
egrisini kesen ve d dogrusuna paralel olan biitiin dogrularin olusturdugu
kiimeye silindir denilir. C egrisine silindirin iireteci (generating curve) ve d
egrisine de silindirin dogrultmamn (directrix) denilir.

Buna gore silindir uzayda 6zel bir yiizey tiiriidiir. Eger iirete¢ bnir
cember ise boru seklinde bir silindir olusur. Eger dogrutman ¢cember
diizlemine dik ise , dik dairesel silindir olusur.
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Sekil 40.13: Silindirler

ureteg

silindir:z=sin x
dik dairesel silindir

Ug boyutlu koordinat sistemlerinin hepsi ii¢ boyutlu kartezyen koor-
dinat sisteminin islevini bazi 6zel durumlar i¢in daha kolay ifade etmeye
yararlar. Dolayisiyla, hepsi kartezyen sistemin (x, y, z) kordinatlarini
kendi islevlerine uygun bicimde ifade ederler.

Bunlardan birisi silindirik koordinat sitemidir. Dairesel silindir yiizeyi
tizerindeki noktalari kolay belirlemeye yarar. Silindirin yaricapi degistiril-
erek uzaydaki her noktanin konumunu belirlenebilir.

Ug¢ boyutlu uzayda bir (x,y,z) noktasinin dikey kartezyen koordinat
sisteminden silindirik koordinatlara doniisiimii,

x=rcosf
3 3 .
7:R°—R’{ y=rsinf
z=2z

denklemleri ile verilir.

Silindirsel koordinatlar kullanilarak ti¢ katli integraller kolayca hesap-
lanabilir.

Ornek 40.9. x*+y? = a? denklemini silindirsel koordinatira doniistiiriiniiz.

Coziim:
Dikey kartezyen koordinat sisteminde silindirsel koordinat sistemine
dontisiim formdilleri kullanilirsa,

rP=\/x2+y’=>r=a

Sekil 40.15: Kartezyenden silindirsele
glkar. dontistim

Ornek 40.10. x? + y? = a.z paraboloidini silindirsel koordinatlara
dontistiiriiniiz.

Coziim:
Dikey kartezyen koordinat sisteminde silindirsel koordinat sistemine
doniisiim formiilleri kullanilirsa,

cikar.
Silindirsel koordinatlardaki {i¢ kath integrali ardisik integrallere
doniistiirmek icin su teoremi kullaniriz:

Teorem 40.11. T cismi tistten z = v(r,0) ve alttan z = u(r,0) yiizeyleri ile
stnirly olsun.

1. T nin xy— diizlemi iizerine D izdsiimii kutupsal koordinatlarda
verilsin.



Sekil 40.16: xy diizlemine izdiistim

z = wx, y)

x®
=

1

x 4

f=0

Sekil 40.17: fzdiisiim

X
Sekil 40.18: izdiisiim
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2. f(r,0,z) fonksiyonu S iizerinde siirekli olsun.

3.
a( ) Xr Xp Xz cosf -—rsinf O
X, 9,2 )
6(r—39/z): Yr Yo Yz|=|sin@ rcosf@ O|=r
o Zr 29 Zz 0 0 1
ise,
v(r,0)
ff f(r,@,z)def/f f(r,0,2)rdzdrd6
N D Ju(r,0)
esitligi saglanir.

Kanit: Oncekiler gibi yapilabilir.
Ozel olarak,

D={(r,0): a<0<p @) <r<hyB)}

ise,

B rh26) pv(r,6)
ffff(r,e,z)dv:ffff f F(r0,2)r dzdrdo
S DJa Jh(0) Ju(r,0)

olur.

(40.12)

(40.13)

Ornek 40.12. S bélgesi birinci sekizde birlik (first octant) bélgede x* + y* =
1 ve x*> + y? = 4 silindirleriilez =0,z = 1,x = 0, x = y diizlemleri tarafindan

sinurly bolge ise,

ff (x2+yHdv
S

S bolgesi silindirik koordinatlarda

integralini hesaplayniz.

{(r,0,z): 1<r <2, Es@sz, 0<z<1}
4 2
oldugundan,
ff x2+yHdv
S
13
:f f flzrz.r drdfdz
0 Jz
15
=—
16
olur.
Ornek 40.13.

Va-x2 p2
f—sz f (x2+y2)dzdydx
—Va—2J\/x2+y2

integralini silimdirik koordinatlar: kullanarak hesaplayiniz.

Coziim: integral bolgesi

(40.14)

S={x,y,2): 2<x<2,-V4-x2<y<Vi4—x%/x2+y2<2}

oldugundan
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ff (x*+yHdVv
S
2w p2 p2 p2
=[ fff rdzdrd0
0 0 Jr Jr
2n 2 9
=f /r3z|rdrd6
0 0

2m 2
:f f r3@2-r)drdo
o Jo
1

1 2
=27r(—r4——r5
2 5

0

=—n
Ornek 40.14. S={(x,y,2): x*+y*=1,0<z<1}ise

f f f ze XV dv (40.15)
S

integralini hesaplayiniz.

Coziim: Silindirik koordinatlar kullanilir ve ardisik integraller uygu-

[[[ee=rav
S
1 p21 pl 2
=ff fze_r rdrd0dz
0o Jo Jo
2-2)
= — 1——
2 e

lanirsa,

cikar.

Ornek 40.15. S cismi8—r? ve z = r? paraboloidleri ile sinirli bolge ise S
cisminin hacmini bulunuz.

Coziim: Hacim formiiltiuygulanirsa,

o2n 2 p8-12
V= f f f rdzdrd@
0 0 Jr2

2n p2
:f f 8-r?>—r>rdrdb
o Jo

=16n
bulunur.

Ornek 40.16. Kartezyen koordinat sistemindeki

It A A e
0 0 X2+y2+2z2

ardisik integrali kiiresel koordinat sistemine doniigstiirerek ¢oziiniiz.

dzdxdy

Coziim:
Kiiresel koordin atlara doniisiigm yapilirsa,

X

Sekil 40.19: Paraboloidler arsinda kalan
hacim

L8 SR
Sekil 40.20: Paraboloidler arsinda kalan
hacim
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p s 2
I:f4 fzf p.p*sinpdpdod6
o Jo Jo

:nfzsintpd(p
0

=7

cikar. Goriildigi gibi, kiiresel koordinatlara déniisiim isllemleri cok
basitlestirmektedir.

Ornek 40.17. a yaricapli kiirenin icinden z = \/x? + y? konisinin ayirdigi
parcanin hacmini bulunuz.

Coziim:
Coziim: Kiiresel koordinat sistemi kullanilirsa,

2n % p4cosg
g sz f f p*sing dpdpdd = 8n
o Jo Jo

Sekil 40.21: Paraboloidler arsinda kalan
hacim cikar.

Alistirmalar

1. Dikey kartezyen koordinatlarda verilen asagidaki noktalar silindirik
koordinatlara doniistiirtiniiz:

a) (1,-1,4) (b (2v3,2,17) () (%ﬁ,o,—%
d) (—4,-4,0) (e) (3v2,-3,3) H B,-V7,V7)

2. Dikey kartezyen koordinatlarda verilen asagidaki denklemleri
silindirik koordinatlara doniistiiriintiz:

a) xX*+y*+z°=4 (b) x+y-z=1 (€ x*+y*-z*=1

d) x*+z°=16 (e ¥*+y*+z%=4z () -x*-y*+7°=1

Uc Katli Integrallerde Kiiresel Koordinatlar

Ug boyutlu koordinat sistemlerinin hepsinin {i¢ boyutlu kartezyen koor-
dinat sisteminin islevini baz1 6zel durumlar icin daha kolay ifade etmeye
yaradigim sdylemistik. Bu kitapta inceleyecegimiz ikinci koordinat

i ) . sistemi kiiresel kordinat sistemidir.
Feld] 40.22: Kilresel koordinatiar Kiiresel koordinat sistemi adindan da anlasoldig1 gibi, bir kiire ylizeyi
tizerindeki noktalarin konumunu belli etmek i¢in kullanilan koordi-

nat sistemidir. Tabii, kiirenin yaricapini degistirerek ti¢c boyutlu uzay-
daki her noktanin konumunu kiiresel koordinat sistemi ile belirlemek
miimkiindiir.

Kiiresel koordinat sisteminde {i¢ nicelik vardir (yandaki sekle bakiniz):

1. Uzaydaki P noktasinin baslangic noktasina |OP| uzakligl. Cogunlukla,
p =|0P|yadar =|OP|ile gosterilir.
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2. |OP| nin xy-diizlemi tixerine |OQ)| izdiisim{ii ile Ox-ekseni arasindaki
0 acis1. Bu agi silindirik koordinatlardaki isleve sahiptir ve {izerinde bir
kisit yoktur.

3. |OP|ile Oz-ekseninin pozitif kismi arasinadki ¢ agisi.

Ug boyutlu uzayda bir P(x, y, z) noktasinin dikey kartezyen koordinat
sisteminden kiiresel koordinatlardaki (p, ¢, 8) noktasina doniistiiren n
doniistimi,

Xx = pcosfsing

n:R - R y =psinfOsing

zZ=pcos¢
denklemleri ile verilir. Burada P noktasinin baslangic noktasina uzakligi
p, P noktasinin xy— diizlemine izdiisiimii olan Q noktasinin baslangi¢
noktasina uzakhigi r = psin¢, OQ nun Ox— ekseniyle pozitif ydne yaptig
ac10 (0 <0 =< 2n), OP nin Oz- ekseni ile pozizitif ydnde yaptig1 ac1
¢, (0 < ¢ <m) dir. 0 igin kisit olmadigini sdylemistik. Ama ¢ icin (0 < ¢ <
) kisitlamasinin oldugunu unutmayiniz.

Ornek 40.18. Dikey kartezyen koordinat sistemindeki denklemi
P+y2+(z-1)%=1
olan kiireyi kiiresel koordinat sisteminde gésteriniz.
Coziim: Yukridaki n doniistimiinii uygularsak,
1= p?sin ¢pcos? O + p? sin® Ppsin® @ + (p cosp — 1)?

= p®sin® ¢ (cos? 6 +sin® ) p* cos® p2p cos P + 1
== p?(sin? ¢ + cos® ¢)
= 2pcos¢

= p? =2pcos¢p
= p=2cos¢p

cikar.

Ornek 40.19. Dikey kartezyen koordinat sistemindeki denklemi

olan koniyi kiiresel koordinat sisteminde gosteriniz.

Céziim: Yukridaki n doniisiimiinii uygularsak,

pcosp=1/p%sin’¢p  (p=0,sin¢ = 0)
pcos¢ = psing
cos¢sing
7
¢=7 Os¢s=m

>
W % reosd

Sekil 40.23: Kiiresel koordinatlar

Sekil 40.24: kuresel koordinatlara
donusum

Sekil 40.25: Dik dairesel konini

Sekil 40.26: Dik dairesel koninin boyutlar1
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cikar.

Dikey kartezyen koordinat sistemindeki ti¢ kath integrali kiiresel
koordinat siteminde ii¢ katli integrale doniistiirmek icin asagidaki
teoremi kullanirz:

Teorem 40.20. :

1. Kiiresel koordinatlarda gosteilen S sinirli cismi lizerinde ¢ = f(p, ¢,0)
fonksiyonu siirekli,

2. 1 doniisiimii gegerli,

3. n doniisiimiiniin Jacobiyani,

Xp Xp X
pzsin(p: —0(x,y,z) = yP v
dp.g.0)| |77 T
zZp zp 29

sin¢pcosf pcos¢pcosfd —psingsind

=||sin¢psinf pcos¢psind —psingcosh

cos¢ —psing 0
ff f(x,y,z)dV:ff f(p,¢,0)p*sing dpdpdd (40.16)
S s*

esitligi saglanir.

Burada S*, S kat1 cisminin kiiresel koordinatlardaki temsilidir.
p?sings degeri T doniisiimiiniin jacobian matrisinin determinantinin

mutlak dgeridir:
singpcos@ pcospcosd —psingsinf
M =|singsinf@ pcospsind psingcosh | = ,o2 sing
a(p,¢,0)

cos psing 0
Kanit: Teorem (40.6)'dan ¢ikar.

Ornek 40.21. Ustten p < 1 kiiresi ve alttan ¢ = % konisiile stmirli S
bolgesinin hacmini bulunuz.

Coziim:
V= ff p?singdpdpdd
S

2n pml3 el
:/ f f p?singpdpdpdd
o Jo Jo

2n pnl/3 1
=f f —p3singd¢pdo
o Jo 3

= birim®

Ornek 40.22. S=1{(x,y,2): x*+y*+2z*<1}ise,

f f f eV WHyt+2? gy (40.17)
S

integralini hesaplayniz.
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Coziim:

S cismi kiire oldugundan kiiresel koordinatlar1 kullanmak kolaylik

saglar. Ug katli interali ardigik integrallere doniistiiriirsek,

fffe (x2+y2+zz)3dv
S

Ornek 40.23.

pi r2n el 2.3
=/ / f e p2sinpdpdOde
o Jo Jo

pi p2n el
=f f f e p?sinpdpdfdd
o Jo Jo

1
= (-coso|F .2n 16'03
( ¢|O 3
0

= é7t(e— 1)
"3

21 pV2 pVA—r?
f f f 3rdzdrdf
o Jo Jo

integralini

1.

Ornek 40.24. p =1 - cosg elma yiizeyinin simirladigy hacmi bulunuz.

Dikey katezyen koordinat sisteminde dzdxdy sirasina gére ardisik

integrale doniistiiriiniiz.

685

(40.18)

Kiiresel koordinat sisteminde dpd@d0 sirasina gore ardigik integrale

déniistiiriiniiz

Silindirik koordinat sistemine doniigstiirerek hesaplayiniz.

Coziim:

V2 2= a-xE-yR)
sl

3dzdxdy

V2-y> J(x?+y?)

2n pnl4 p2
f f f 3p?sinpdpdpdo
o Jo Jo

2n pV2 pVa-r2 2n V2
f f f 3rdzdrd9:3f f (r(4—r2)1/2—r2)drd0
o Jo o Jo

0

31V2

2n
=3[ |-V - o
0 3 3
27
=[ (8—4v2)d6
0

=(8-4v2)2n

0

Coziim: Kiiresel koordinat sitemini kullanalim:

n p2n pl-cose
V:f f f p2sinpdpdfde
0 JO 0

2 T
= ?nf (1-cos¢)®sinpdy
0

=8n

cikar.
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Alistirmalar

Asagidaki interallerin integral bolgelerini ¢iziniz ve interali hesaplayiniz.

ni2 p2 p9-r?
f f f rdzdrd0
0 0o Jo
/6 pmrl2 3
f f f p2 singpdpdOddp
0 0 0

2. Sbolgesi z = 0 diizleminin iistiinde, z2 = 4x? + 4y konisinin altinda ve

1. (@)

(b)

yandan x? + y? = 1 sindiri ile sirli ise

[]] 2av

integralini bulunuz.

2-x>—
f f (x2+y2)dzdydx

Vi-x2 Jx2+y2

integralini silindirsel koordinatlari kullanarak hesaplayiniz.

ly x2+y
// fo 2 xydVv

integralini silindirsel koordinatlar1 kullanarak hesaplayiniz.

4 x2 2
/f f z\/ X2+ y2+z2 dzdxdy

integralini kiiresel koordinatlar1 kullanarak hesaplayiniz.

V-2 V18—x2—)2
f / (x2+y2+z2) dzdxdy

integralini kiiresel koordinatlar1 kullanarak hesaplayiniz.

7. Birinci bolgede x? + y? + z? = 4 kiiresi ile simirl S bolgesi tizerinde
fff NETE gy
s

integralini hesaplayiniz.

8. z =2, z=4diizlemleriile |x| +|y| = 1 silindirinin smirladig1 hacmi
bulunuz.

1 pl p2-x2-y?
f f f xye® dzdxdy
o Jo Jo

integralini kiiresel koordinatlar1 kullanarak hesaplayiniz.
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