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Integral

Sembolik anlamiya integral, tiirevi verilen fonksiyonu bulma eylemidir.
Ama ¢ikis ortaya cikis nedeni, diizlemsel alanlarin hesaplanmasi i¢indir.
Tabii, diizlemsel alanlardan sonra ylizey alanlarinin hesabina ve fiziksel
uygulamalara genislemistir. Once diizlemsel alan kavramini ele alacagiz.






W Belirli Integral

i Sekil 2.1: Diizlemsel bolgenin alani
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Belirli Integral

Diizlemde kare, dikdértgen, ticgen, cember gibi iyi bilinen geometrik
sekillerin alanlarimi bulmak i¢in uygun formiiller kullaniyoruz. Ama,
uygulamada alanini bilmek isteyecegimiz diizlemsel alanlar, yukarida
sayilan sekillerden hig birisine benzemeyebilir. Ustelik bunlarin sayisi
bilinen geometrik sekillerden daha ¢oktur.

Bilimin her alninda oldugu gibi, matematik de kurallar1 genisletme ve
miimkiinse genellestirme pesindedir. Belirli integral bu gereksemeden
dogmustur. ilk genellesme, bilinen geometrik sekiller yerine, bilinen
fonksiyonlarla sinirlanmis diizlemsel bolgelerin alanlarinin hesaplan-
masl isidir. Daha sonra ¢ok boyutlu uzaylarda ylizey alanlarini bulmaya
genisletilmistir. Ayrica, fizikte farkli amaclarla kullanilmaya baslanmuistir.

Simdi bir [a, b] araliginda taniml f(x) fonksiyonunu diisiinelim.

Ox- ekseni x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun
sinirladig1 diizlemsel alani hesaplamak isteyelim. Genisleme icin daima
iyi bildigimiz kavramlara dayaniriz. Dikdortgenin alanini iyi bildigimize
gore, s6z konusu diilemsel alani dikdértgenlere ayirmaya ¢alisalim. Tabii,
y=f(x) fonksiyonu Ox-eksenine paralel bir dogru degilse, dikdértgenlerin
alanlarmin toplami ancak gercek alanin yaklqasik bir degeri olur. Simdi
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bunu geometrik olrak agiklayalim:

Sekil 2.2: Egri altindaki alanin yaklasik
degeri

Once, f fonksiyonunun [a, b] aralif1 iizerinde pozitif degerler aldigini
varsayalim. [a, b] araligini, esit olmasi gerekmeyen alt araliklara bolelim:

A=Xg<X1<X2<...<Xp-1<Xp=Db (2.1)

Her [x;_1, x;] araliginda bir x*; noktasi secelim. f(x*;) = y; diyelim. Ox-
ekseni x = a dogrusu, x = b dogrusu ve y = f(x) fonksiyonunun sinir-
ladig1 diizlemsel alan, yaklasik olarak tabani Ax; = x; — x;_; ve yiiksekligi
yi = f(x*;) (i =1,2,...,n) olan dikddrgenlerin alanlar1 toplamina esittir.
Bunu s6yle ifade edelim:

n
Sn =) Vilx; = y1Ax1 + Y2 AXp + ...+ ypAxy (2.2)
i=1

Riemann Toplami

(2.1) ifadesine [a, b] araliginin bir boliintiisii (partition), (2.2) toplamina

da bu parcalanisa ait Riemann toplamui denilir. Ayrintiya girmeden, f
nin belirli kosullar1 saglamasi durumunda, en biiyiik Ax; uzunlugu sifira
yaklasirken (2.2) toplaminin varligini (serinin limitinin varligini) kabul

edecegiz. Bu kabul gercel sayilarin tamligina dayanir.

n

maxl{lAlgcli}ﬁo Sn = maxl{lAHxli}—>0 lgi yiAXi 2.3)
Tabii, lim;,qx{ax;}—0 oldugunda alt araliklarin sayisi sonsuz olur ve her bir
alt araligin uzunlugu sifira yaklasir. Dolayisiyla, (2.3) toplami bir sonsuz
serinin toplamina doniisiir.
(2.2) serisi G.EBertrand Riemann (1826-1866) tarafindan verilmistir. [
simgesi ilk kez Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716) kullanilmistir.

Belirli Integral Kurallar

Teorem 2.1.

f(x) ile g(x) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda taniml ve integrallenebilen
Sekil 2.5: Belirli integralde araligin

P nlinmesi iki fonksiyon, k € R sabit bir say1 ise, asagidaki bagintilar vardir:
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1. f:(f(x)ig(x))dxzfff(x)dxiffg(x)dx

2. [Pkfdx=k [’ f(x)dx, (k sabit say)

3. [Pkfdx= [ fdx+ [ f(xdx, (cela,b])
4. [Prdx=kb-a)

5. [P fdx=- [ fwdx,

6. [i f(x)dx=0, Ly

7. x € [a,b] ve m, M sabit sayilr olmak tizere m < f(x) < M ise

b
m(b—a)sf fx)dx<=Mb-a)

8.

J2 Feodx| < [21fldx, (a<b)

9. x€la,b] iqinf(x)insefff(x)dsz

10. x€[a, bl icin g(x) = f(x) ise f:g(x)dx > fah fx)dx Sekil 2.6: Diizlemsel Alan

Kanitlar

Listede yazili olan kurallar sirasiyla kanitlayalim.

Kanit 1: ff(f(x) +g(x)dx = fff(x)dxiffg(x)dx

f ve g fonksiyonlar integrallenebilen iki fonksiyon ise i = f + g nin
de integrallenebilir oldugunu gosterecegiz. Bir P,, boliintiisii i¢in icin
Riemann toplamini yazarsak, p; € [x;_1,x;] (i =1,2,...,n) olmak iizere,

n
S(h,Pp) =) h(pi)Ax;
i0l

S(f,Pn) =) f(pdAx;

i01
n
S(g,Pn)=)_g(pi)Ax;
i01
olur. Buradan,

n
S(h, Py) = Z h(pi)Ax;

(f(pd) £ 8(pi)Ax;

[
M= I

N

n
FpdAxi+)_ g(pi)Ax;
i=1

i=1 i

¢ikar. Limit alinirsa,
b
f (f () £ g(x))dx = lim (S(f,Py) + S(g, Pn))
a (e )

b b
=[ fx) dxif g(x)dx
a a

bulunur. 0
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Kanuit 2: f: kf(x)dx= kfff(x)dx, (k sabit say)
Riemann integral taniminda [a, b] araligini n parcaya bolen bir P,
boliintiisti alahm. Her i = 1,2,..., nigin xlf‘ € [x;_1, x;] olmak {izere,

b n
f kf(x)dx= lim Y kf(x;)Ax;
a n—»ool.:1
n
= nlggoki;f(xi YAX;
n
= kr}ijglto(xf)Axi)
i=1

b
= k/ fx)dx

Kanit 3: fff(x)dx = [r fdx+ fcbf(x)dx, (ce (a,b)

[a, c] arliginin bir boluntiisi Q, [c, b] araliginin bir boliintiisii R olsun.
Bu iki boliintiiniin bilesimini P = Q U R ile g6sterelim. [a, b] araliginin bir
béliintiisii P olacaktir. Riemann toplamlari icin

S(f,P)=S(f, Q) +S(f.R)

yazabiliriz. (]|Ql| — 0) A (||R]| — 0) <= (||P|| — 0) oldugundan
lim S(f,P)= lim S(f,Q)+ lim S(f,R
[IP[|—0 (f ) [1QII—0 (f Q) ||R||—0 (f )
olur ki bu isteneni verir. O
Kamit4: [ kdx=k(b-a)
Bu kural Calculus’un Temel teoreminin bir sonucudur. Riemann

integral taniminda [a, b] aralifini n esit parcaya bolen bir P, boliintiisti
alalim. Ax; = Ax= (b_T“) olur. Her x € [a] i¢in f(x) = k olsun.

b b
f kdxzf fx)dx
a a

n
_nh—r»goi:z‘if(xi)ﬁx

n
fim, ) kox

n
fim ) f) 6

" b-a

lim Zk

L | n

b—
lim n.k a
n—oo n

lim k(b—-a)
n—oo
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Kanie5: [P f(0dx=— [ f0dx,
Riemann integral taniminda [a, b] aralifin 7 esit pargaya bolen bir P,
boliintiisii alalhm. Ax; = Ax = (b;n”] olur.

b n
f f(x)dx:nlim Zf(x;-")Ax
a |

dir. -Ax = —(“—;b) = # dir. Her i = 1,2,...,nicin x;‘ € [x;_1, x;] olmak
lizere,

b n
f fGdx= lim 3" f()(A0
a ®iz1

(h—a))

n

lim ) f(x;.")(
=]

—(a—b))
n

_((a;b))]
(a—b))

n

n
lim ) f(x;")(
naool.:l

n
i, 2 /)

n—oo

= lim [—Xn:f(x;‘)(
i=1

=-lim ) f(x}))(-Ax)
nﬂool.:l

a
= —f fx)dx
b

Kamit6: intlf(x)dx=0
Riemann integral taniminda [a, a] araligin 7 esit parcaya bélen bir P,
boliintiisii alalim. Ax; = Ax = @ = 0 olur. Buna gore,

a n
f fdx= lim 3" f()(A)
a i1

n
Jim 3 f(x7)(0)
i=1

=1lim 0

n—oo

0

Kanut7: xe€[a,b] ve m, M sabit sayilar olmak lizere m < f(x) < M ise

b
m(b—a)s[ fX)dx<=Mb-a)
a

b
m[ dx=m(b-a) (@) den)
a

b
Mf dx=MDb-a) (@)'den)
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Kanut 8: |f:f(x)dx| < f:lf(x)ldx, (a<b)
—If ()| < f(x) <|f(x)| dir. f siireki ldugundan | f| de siirekidir. Onceki
kural uygulanirsa,

b b b
—f If(x)ldef f(x)def If(x)dx
a a a
cikar.
Kanit9: x€la,b]icin f(x) = 0ise f:f(x)dxzo

[ ntegrallenebilir ve f(x) = 0 ise [a, b] araliginin bir P boliintiisii icin,
pi € [x;-1, x;] olmak {izere Riemann toplami S(f, P) = X", f(p;)Ax; ve

b
f fx)dx= lim S(f,P)=0
a |IplI—0

cikar.

Kanit 10:  x € [a, bl igin g(x) < f(x) ise f:g(x)dx < fff(x)dx
f ve g fonksiyonlari [a, b] araliginda integralenebilir ve her x € [a, b]
icin g(x) = f(x) ise

b b
f gx)dx s/ fx) dx
a a

oldugunu 6sterelim. g(x) < f(x) = f(x) — g(x) = 0 olur. 9.Kural uygu-
lanirsa,

b b b b b
f fx) dx—f g(x) dxzf [f(x)—gx)] dszc»f fx) dxz/ g(x)dx
a a a a a

elde edilir.

Kalkuliis'uun Temel Teoremleri

Calculus'un 1.Teoremi

Teorem 2.2. f(x) fonksiyonu |a, b] araliginda siirekli ise;
F(x) = [l fdx, xelabl
foksiyonu (a, b) araliginda siireklidir, tiiretilebilir ve
Fx)=f(x) xe(ab)

esitligi saglanir.
Kanat:
F(x) = [ f(0) dtise F'(x) = limj,_o Z&0=F@ = £(x) oldugunu
gostermeliyiz.
x+h X
=f f(t)dt*f foae
a a
x+h
= f fodte
X
cikar.

Durum 1: &> 0 olsun.
[x,x + h] araliginda y = f(¢) fonksiyonunun min dgeri m ve max degeri
M ise Theorem (2.1)-7'den

x+h
mhsf fdt<Mh
X
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olur. Buradan
F(x+h)—F(x)
ms—————=<M
cikar. f siirekli oldugundan cendere teoreminden limit alinirsa,
F(x+h)-F(x)
h

=f(x)

F'(x) = lim
h—0

elde edilir.
Durum 2: & < 0 ise benzer kanit ydntemi uygulanabilir.

o[ va

Ornek 2.2.1.

integralini bulunuz.

Coziim:

Farkl bir yontem olarak, Calculus’un 1.Teoremi kulanilarak,

X
f 2 = x?
1

elde edilir.

Calculus'un Ikinci Temel Teoremi
Teorem 2.3. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise, yukaridaki
gosterimler altinda,
b
f fx)dx=F(b)-F(a) (2.4)
a
dir.
Kanait:
[a, b] nin bir P boluntisii,
P:a=xy<x1<X2<..<Xp_-1<Xp,=b
ise
F(b)-F(a) = F(xp) — F(xp-1) + F(x5-1)
= F(xp-2) + F(xp-2) — - F(x1) — F(xo)
n
=) (F(x;) = F(xi-1))
i=1
Tiirevler icin ortalama deger teoremi kullanilirsa, her [x;-1,x;] (0 =
1,2,...n) aralig icin

F(x;) = F(x;—1) = F'(¢;)(x, — x;-1) = f(ci)Ax;
olacak sekilde bir c; € (x;_1, x;) sayisinin varligi ¢cikar. Sag yan sabit ve sol

yan Riemann toplami oldugundan, limit alinirsa,

n b
F(b)-F(a) = |1i|m02 fle)Ax; = f fx)dx
pI—=0,;_ a

i=1
elde edilir.
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Sekil 2.8: Yamugun Alani

S

Sekil 2.10: cosx
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Ornek 2.3.1.

y=f(x), Ox, x=a, x = b egrilerinin sinirladig1 diizlemsel alan,

b
f f)dx (2.5
a
belirli integraline esittir.
Ornek 2.3.2.

y = 2x egrsi, Ox dogrusuy, x = 1 ve x = 2 dogrularinin sinirladigi
diizlemsel alani bulunuz.

2
A :f 2xdx (2.6)
1
= 2 2.7)
=22_1=3 (2.8)
2+4
A= 5 x1=2 2.9

Ayni sonucu, Sekil 2.8'deki yamugun alan formiilii ile de bulabiliriz.
Animsayacaginiz gibi, yamugun alani, taban uzunluklar1 toplaminin
yarisinin yiiksekligi ile carpimina esittir.

Bazi araliklarda y = f(x) fonksiyonu negatif degerler alabilir. O zaman
(2.2) Riemann toplamindaki negatif y; ler icin gikdortgen alanlar1 negatif
olur. Oysa, diizlemsel alanin degeri daima pozitif olmalidir.Negatif alan
tanimml degildir. O nedenle, negatif alanlar1 pozitif yapmalryiz. Bunu
yapmak icin fonksiyonun negatif degerler aldig: araliklar1 saptar ve onlar
icin buldugumuz belirli integrali pozitif yapariz. Bu eylemi pratik bir
formiile baglamak da miimkiindyir:

b
A=f | f)ldx (2.10)
a

Ornek 2.3.3.

y = cos x egrisi altinda ve [%, 1] aralig1 tizerinde kalan alani bulunuz.
Verilen bolgede y = cos x fonksiyonu pozitif degerler aldifi i¢in, istenen
alan,

1
A:f cosxdx = sinxl(ll5 (2.11)
0.5
=sin(1) —sin(0.5) (2.12)
=0.841-0.479 (2.13)
=0.362 (2.14)

olur.
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Ornek 2.3.4.

Yaricapi r = 3 olan dairenin tist yar1 diizlemdeki alanin1 bulunuz.

A 3
5=f \/9—x2dx=2f3v1—sin2tcostdt, [x=3sint, dx=3costdt]
0
=[30032tdt
3
=Ef(1+c032t)dt

3 3
=—t+—fcos2tdt
2 2

3
B 3[3 sin' (%) 4+ & 32— x?
2)o 3 32

0
T 0
= Z32 —-3? sin_l(g) —0V/32-02
9

4

olur. Biitiin darenin alani 4.%” =97 = 3%y dir..

Ornek 2.3.5.
Sekil 2.11: y = v/9 - x2

[0,2] araliginda y = x® ile y = 4x + 1 egrileri arasinda kalan diizlemsel

10/

alanini bulunuz. (2115,946)
2 x4 2
A:f [(x°—(Ax+1D]dx= —-2x*—x .
0 4 0
=—6
(-0.25,0) !
olur. Sekil 2.12: y = x3,y = 4x+1
Ornek 2.3.6. ol

[-1,3] araliginda y = x3 + 3x + 1 ile y = 2x — 3 egrileri arasinda kalan
diizlemsel alanini bulunuz.

a

3 2 3
A:f (P +3x+1)—(2x-3)ldx= — + — +4x
-1 4 2 1

=40 Sekil2.13: y=x3 +3x+1,y=2x-3
olur.
Ornek 2.3.7.
0 2
[0,1] araliginda y = x*> — 2x ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel
alanini bulunuz.
1 x3 x2 1 Sekil 2.14: y:x2—2x,y:0
Azf (x®-2x)dx= —+—
0 3 11

_ 2

3
olur.

Ornek 2.3.8.
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[-1,5] araliginda

y=2+2x—x?ile y = —2x — 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini
bulunuz.

3

5 5
A =f [(2+2x—x%) — (-2x—3)]dx
-1

= +2x% +5x
3

-1
=36
olur.
Ornek 2.3.9.
Sekil2.15: y = —3+2x—x%,y = —2x—3 [%g, #g] araliginda
y=-3+2x—x?ile y = —2x — 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin
bulunuz.
N 1+V5
,‘ LS ) ¥ -3x% 3x% 2
T A= [(2+2x—x7)—((-2x-3)ldx= — + +—+8x
\ 15 1-V5
\ 2
\
| =13.044
\\ olur.
\ Ornek 2.3.10.
Sekil 2.16: y = =7 +2x+3x% — x5,y =
—-7x+20

[-3,3] araliginda y = -7 +2x + 3x% — x% ile y = —7x + 20 egrileri arasinda
kalan diizlemsel alanini bulunuz.
. 3 x* 9x2 3

A:f [(~7x+20) — (=7 +2x+3x%> - x¥)]dx= = - x% - —— +27x

3 4 2 3

/ -108
0 / ? olur.
/|

captiony = 3x2 —5x+3, y= x?

Ornek 2.3.11.

[1,3/2] arahginda y = 3x*> —5x + 3 ile y = x? egrileri arasinda kalan
diizlemsel alanini bulunuz.

%
A:f [(3x% —5x+3)— (x))]dx
1
/
‘l

Sekil 2.17: 3x> —5x+3,y = x°

2x%  5x°

==+ +3x
3 2 X
1

24

11

3
2

olur. Alan negatif olamayacagindan, integralin mutlak degeri alinirsa
sonucg i cikar.
Ornek 2.3.12.
5
[-3,3] araliginda y = 9 — 3x? ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel
alanin1 bulunuz.
B 3
Sekil 2.18: y=9-3x%,y =0

=3 P
Azf 9-x>)dx=9x——
1

-3
=36

olur. Alan negatif olamayacagindan, integralin mutlak degeri alinirsa
sonucg % cikar.
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Ornek 2.3.13.

2x
X249

[4,10] araliginda y = ile y = 0 egrileri arasinda kalan diizlemsel

alanini bulunuz.

10 9 90 g4
A:f X dx:f —u, [u=x2+9, du=2xdx)]
5 1

x2+49 6 U
90
= logu(,
“1o 90
~ %876
=log458
olur.
Ornek 2.3.14.

[0,1] arahginda y = 2x — x? ile y = x? egrileri arasinda kalan diizlemsel

alanini bulunuz.

1 1
Azf [(2x—x2)—x2]dx=2f 8x— x%)dx
0 0

3,1

(x2 x
—ol -2
2 3

0

[SSRI

olur.
Ornek 2.3.15.
y = x—3ile y = v/x egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

Cozim:
Fonksiyonlar1 x = f(y) biciminde yazmak islemleri kolaylastiracaktir:

1
A=f1|(y+3)—yzldy= [x=y+3, x=y%

1
=f1(y+3—y2)dy
1

1 1
= (—y2+3y— —y3)

2 37 )|
(1 1) (1 1)
=[-+3-=|-|=-3+=
2 3 2 3
16
3
olur.
Ornek 2.3.16.

x = y?ile x = y +5 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.

Cozim:

Sekil 2.19: xgﬁg,y =0

1

\_

10

0 1

Sekil 2.20: y =2x - xz,y =x?

Sekil2.21: y=x-3,y=x

Sekil 2.22: x=y%, x=y+5
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Fonksiyonlar1 x = f(y) biciminde yazmak islemleri kolaylastiracaktir:

2
A=f1 I(y+5)—y*ldy = [x=y+5, x=y%]
2 .2 3
y Yy
= —+5 — (—
fl(z y=G5)
2 3
4 y
=— +5y—(—
5 TV (3)
_(2—1)+(10—5)—8—1
: U2 3 3
=4.17
sl
olur.
o5 p Ornek 2.3.17.

ekil2.23: y=x%,y=x . o .
? 7 Y y = x? ile y = x egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.

1 2 B3
A:f I(x—x?|dx = =|=-=
0 2 3
11
2 3
o 1
. 5 :I; olur.
NS Ornek 2.3.18.

kil 2.24: x2 +y? =25y =3 . oo .
3 ey Y x? + y? =25le y = 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.

4
Azf [(-3+2V25-x2)|dx
-4

s = 50sin"1(%)
10 / = 5
= 46.3648

/ olur.

Ornek 2.3.19.

0

ekil 2.25: y=x2,y =2x+10 . o .
3 Y Y x? + y? =25le x = 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.

5
A= f [(+2V 25— x2)|dx = 257
-5
=7.53.98

olur.

Ornek 2.3.20.

y = x?ile x = 2x + 10 egrileri arasinda kalan diizlemsel alanin1 bulunuz.
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3 2 2 1 3 s
A= [2x+10—x"|dx = §x+3+10x—§(x )
-2

-2

27 8
=9+30—— —(4—-20+—
3 3

= (9+30—9)—(4—20+§)

=30-(-16+2.67)

=30-(13.33) 0s
=43.33 7
R —
olur.
Ornek 2.3.21. 5 o

Sekil 2.26: y = 4x2,y = $2

y=4x*ile y = XTJ“Z egrileri arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

2 x+2 12 2
A:f |——4x2|dx=—f x+2—4f xdx
05 7 7 Jos 0.5

1(x?% B\
= - [ y2x-42
3

7\2 05
1 8 0.125
= —(2+4—0.125+1)—4(———)
7 3 3
1
= ? (6-1.125)—-4(2.67—-0.04)
1
= ? (4.875]) —4(2.63)

=9.82 V \ | Z
olur. A \ /

Ornek 2.3.22.

Sekil 2.27: y = x(x - 1)(x-2),y=0

¥y = x(x — 1)(x — 2) ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel alanini
bulunuz.

Coziim:

Grafigi cizersek, istenen alanin [0, 1] araliginda pozitif [1,2] araliginda
negatif oldugunu gorebiliriz. Ohalde toplam alan s&yle olacaktir:

Pozitif alan,
1 3 2x2|
A:f(x3—3x2+2x)dx=——— —
0 4 3 2 o
4 1
X
=—-+x°
4 0
—1 1+1-(0)
4
_1
T4

olur.
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Negatif alan,
2 ¥t 3x3 2:2f
Bzf (3 -3x2+2x)dx=— - "— +—
1 4 3 2 1
4 2
X
= —xP+x?
4 1
= (16 8+4) (1 1+1)
T4 4
1
=0-=
4
_ 1
T4
olur.
Toplam alan
1 1
A=A+|Bl=-+—-=—
4 4
olur.
Ornek 2.3.23.

(2.15)

y = x(x —3) ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel alanini bulunuz.

Coziim:

Grafigi cizersek, istenen alanin [0, 3] araliginda negatif [3,25] ar-

aliginda negatif oldugunu gorebiliriz. Ohalde toplam alan séyle olacaktir:

Negatif alan,

S ¥ 3x% 2x?
A=]| (x*-3x)dx= ——-——+—
0 3 2 2

_(27 3x9
) 2

—(9—5)—(0)
B 2

1
=—4——

2

=-45

olur.
Pozitif alan,

5 x2 3x% 242
B=f(x2—3x)dx=———+—
3

3 2 2
125 3 x25
3 2

)—(g—

3

0
0 3.><0)3
2 o
5
3
27 3x9
3 2

—(41+2 37 1) (9-13.5)
B 3 2 '

2
=8+ -
3

26
3

olur.
Toplam alan
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26 2
A=|Al+B=45+—=13+— (2.16)
3 3
olur. :
Ornek 2.3.24. T
y= x% + x + 4 ile Ox ekseni arasinda ve [1,3] araligi izerinde kalan i‘!
in
diizlemsel alanini bulunuz. . ii
[ 1|
1]
3 3 2 3 e R R
A:‘/l‘ (x +x+4)dx: ??"-4.7(:1 Sekil2.28:y=x2+x+4,y=0
27 9 1 1
= (412 - (S +=+4)
3 2 3 2
51 29
2 6
62
B
olur.
Ornek 2.3.25.
¥ = x(3 — x) egrisiile y = x dogrusu arasinda kalan diizlemsel alanini
bulunuz.
Cozim:
Parabol ile dogrunun kesisim noktalarinin apsisleri x = 0 ile x = 2 dir.
Istenen alan pozitif bolgededir. O bélgede x(3 — x) = x dir. Ohalde
2 3x2 B x2°
A:f x@B-x)-x)dx= ——-———
0 2 3 2|
=(6---0-(2-0
( 3 ( )
10
=—-2
3 .
4
=_ (m/4,0.707)
> . =
olur. L (3m/4,0707) ~ To_
Ornek 2.3.26. ' '

. s _ 1
Sek112.29.y_smx,y_\/i

y =sinx egrisiile y = \/Lé dogrusu arasinda kalan diizlemsel alanini

bulunuz.
Coziim:
y = sinx egrisi ile dogrunun kesisim noktalarinin apsisleri x = 7 ile
X = %” diir. Istenen alan pozitif bélgededir. O bolgede sin x = \sz dir.
Ohalde egri altinda kalan alan
3
A:ﬁ4 sinxdx = cosx|

4

Sl

cos(3—”) - cos(z)]
4 4

|55

Sl
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olur.
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Bundan dogru altinda kalan alani ¢ikarmaliyiz. Dogru altinda kalan

alan

dir. Oyleyse istenen alan

olur.

Ornek 2.3.27.

y =3x% —5x+3ile y = —x? egrilei arasinda kalan diizlemsel alanini

bulunuz.
Coziim:

Birinci parabolun kokleri yoktur;6yleyse Ox eksenini kesmez. Bas

katsay1 pozitif oldugundan parabol iist yar diizlemdedir. ikinci parabol

baslangi¢ noktasindan geger ama egri alt yar1 diizlemdedir. Dolayisiyla

bu iki egri kesismez ve ortak bir diizlemsel alan belirlemez. Bu durumda

sorunun yaniti Alan = 0 olacaktir.

Ama istersek, belirli integrak formiiliinii uygulayabiliriz. Integral

sinirlari icin 3x%2 —5x + 3 — x2 = 0 denkleminin koklerini alirsak,

1.5
A:f [Bx®=5x+3)— x*1dx =
1

1.5

1

cikar. Ancak bu sonucun problemde istenen alan degil, 3x>—5x+3)—x? = 0

egrisi ile Ox ekseni arasinda kalan alan oldugunu bilmeliyiz.

Ornek 2.3.28.

Asagidaki belirli integrali bulunuz.
Coziim:

2 2
A:f [(7+3x—2x% = x%) = (—x— D]dx = —xz—i+2x2—6x

-2

cikar.

Ornek 2.3.29.

2

-2
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Asagidaki belirli integrali bulunuz.
Coziim:

3 e 9x2 3
A:f [(7+2x—3x%—x%) — (-7x+20)]dx = ——+x3+7—27x

_3 4 73
=-108
cikar.
Ornek 2.3.30.
Asagidaki belirli integrali bulunuz.
Coziim:
! 8 X !
A=f [(° - x* —4x) - (-3x—D]dx= — - — - = +x
-1 4 3 2 7|,
4
=-=1.3333
3
cikar.
Ornek 2.3.31.

y = (3-2x—x?) — (x—5) egrisi ile Ox ekseni arasinda kalan diizlemsel
alan1 bulunuz.

Coziim:

(3—2x—x?) - (x - 5) = 0 denkleminin kékleri x = § (1 + v/5) oldugundan
istenen alan,

30+v5) 2 ¥ 3x? 20+V5)
Azf (B-2x—-x7)—(x-5)ldx=———-—+8x
20-V9) 3 2 1a-v5)
35V5
= v5 =~ 13.044
6
cikar.
Ornek 2.3.32.

y= (x3—@dx+1)) egrisi ile Ox ekseni arasinda ve [0,2] aralig1 izerinke
kalan diizlemsel alan1 bulunuz.

Coziim:
(x® - (4x +1) = 0 denkleminin kokleri x = § (1 + v/5) oldugundan istenen
alan,
2 x4 2
A:/ ((x°—(@x+D]dx=——-2x*-x
0 4 0
=-6
cikar.
Ornek 2.3.33.

y = (8x — x*> — 2x) parabolii ile y = 0 ekseni arasinda ve [0,8] aralig1
tizerinde kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:

-5

Sekil 2.30: y = (x3 — (4x+1)),y =0
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8 3 6x2 |2
A:f [8x—x?—2x]dx = o
0 3 2
64
= — =21.333
3
cikar.
Ornek 2.3.34.
Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.
Coziim:
5 e 5
A:f [2+2x—x3]dx: - +2x%+5x
-1 4 -1
=-78
cikar.
Ornek 2.3.35.
Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.
Coziim:
5 x 5
1:[ [2+2x-x*dx= —= +2x* +5x
—1 4 -1
=-78
cikar.
Ornek 2.3.36.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz. bulunuz.
Coziim:

3

| : , p
' sz [(x2+3x—4)—(x2—2x+1)]dx:5(?_36)
| 0

4 0
15
=— =75
2
cikar.
Ornek 2.3.37.
y? = 4ax parabolii ile x*> = 4ay parabolii arasinda kalan diizlemsel
0 5 alani bulunuz.
) oztim:
Sekil 2.31: y? = 4x, x> =4y ¢
4a
4a x2 x% x3
A=f Zﬁx%—— dx=|2va = -—
0 4a % 12a 0
4v/a 64a’
- i (4@% _
3 12a
_32a* 64a°
3 12
1284 —64a”
- 12
_ 16a*

3
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cikar.
Ornek 2.3.38.

y = 2x + 10 dogrusu ile y = x? parabolii arasinda ve [-2,3] aralig1
tizerinde kalan diizlemsel alani bulunuz.
Coziim:

3 2x? 1
A:f [2x+10—x2]dx=(—+10x——x3)
-2 2 3

1
= (x2 +10x— §x3

-2

= (9+30- 2~ 420+ )
3 3

=(9+30-9) - (4-20+2.67)

=30 (~16+2.67)

=30-(-13.33)

=43.33

cikar.
Ornek 2.3.39.

y = 2x + 10 dogrusu ile y = x? parabolii arasinda ve [-2,3] aralig1
uzerinde kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:

3 2x° 1
A:f [2x+10—x2]dx=(—+10x——x3)
-2 2 3

1
= (x2 +10x— §x3

-2
=(9+30 27) 4 20+8)
B 3 3

=(09+30-9)-(4-20+2.67)
=30-(-16+2.67)
=30-(-13.33)

=43.33

cikar.
Ornek 2.3.40.

x = y? paraboliiile x = y + 5 dogrusu arasinda kalan diizlemsel alani
bulunuz.

Coziim:

Bu sorunun ¢6ziimii i¢in koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek
kolaylik saglayacaktir.
2
1

2 2 yz 1 3
A=f [y+5-y"ldy= | (5 +5y-(3¥)
1 2 3

1 8 1
oY) rao-n-(2-)
2 3 3

=4.17
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cikar.

Ornek 2.3.41.

0

y = x? paraboliiile y = y/x prabolii arasinda kalan diizlemsel alan1 gekil 2.32: y =

bulunuz.
Coziim:
Egrilerx = 0 ile x = 1 noktalarinda keisir.

1] 05 1
1 2 1 1
Sekil 2.33: y= 2%,y = Vx A:f [Vx-x*]dx= (§x%—(§x3)
0 0

W —

cikar.
Ornek 2.3.42.

y = 2x? parabolii ile y = 4x + 16 dogrusu arasinda kalan diizlemsel alan
bulunuz. Coziim:
Egrilerx = —1 ile x = 3 noktalarinda keisir.

3 3 2 3
A:f [(4x+16—(2x2+10)]dx:f [-2x° +4x+6]dx = —§x3+2x2+6x
-1 -1 -1
| 64
E)
cikar.

/| ! n,0) \2 Ornek 2.3.43.

kil 2.34: y =sinx,y = P srileri
Seki y=sinx,y=cosx y=sinxile y = cosx, y =0, x = 0ve x = 7 egrileri arasinda kalan

diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:
A
'
(%, %] araliginda sin x = cos x oldugundan, alan,

Egriler x = 7 noktasinda kesisirler. [0, 7] araliginda cos x = sin x ve

A:f4 [cosx —sin x] dx+f2 [sinx—cosx]dx
O n

4

= (sinx+cosx)|§ + (—cosx—sinx)|
=v2-1+(v2-1)
=2v2-2~0.828427

ESERNE]

cikar.
Ornek 2.3.44.

X = % y? —3ile y = x — 3 egrileri arasinda kalan diizlemsel alan1 bulunuz.
Coziim:
Bu sorunun ¢6ziimii i¢in koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek
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kolaylik saglayacaktir.

cikar.
Ornek 2.3.45.

x = —y*>+10,x = (y — 2)? egrileri arasinda kalan diizlemsel alan1
bulunuz.

Coziim:

Bu sorunun ¢oziimii i¢in koordinat eksenlerinin rollerini degistirmek
kolaylik saglayacaktir.

3
A:f [-y*+10-(y-2)*]dy
-1

3
=f_l [-2y% +4y+6]dy
3

2
= (—§y3+2y2+6y)
o
-3

-1

cikar.
Ornek 2.3.46.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz.

1 1
I:f xzdx=2f x*dx
-1 0
1

P
3

0

Wil \S]

cikar.
Ornek 2.3.47.

Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz.

T
I:f sinxdx = —cosx[j
0
=—(-1)+1
=2
cikar.

Ornek 2.3.48.

20

N

[T =]
|

Sekil 2.35: x = —y2 +10,x = (y—2)2

w2
!
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Asagidaki belirli integrali hesaplayiniz.

3 43
X
I:f Bdx= =
1 4

1

3¢ 14
R
81 1
T4 4
80
T4
=20
T 0 cikar.
Ornek 2.3.49.

r yaricaph dairenin alanini hesaplayiniz.
1.Yol: (Integral formiiliinii kullanamak)

Sekil 2.36: cember

,
?:[ Vr2—x?dx
0

2 r
x e (X
==V r2—x2+?sm 1(—)

2 r/|o

1 r? r 0 r? 0
_ _w/r2—r2+—sin’1(—) - —\/r2—0+—sin71(—)
2 2 r 2 2 r
2
r 1
=—sin_1(—)
2 r
_
22
_7'[1’2
T4

2.Yol: (Degisken Degistirmek)

A r
—:f Vr2—x?dx
0

4
= x=rsint, dx=rcostdt konumuyla,

/2
:f \/r2(1 —sin? t) rcos tdt
0

/2

=r? vV (cos? t) costdt
0

1
= [cos? t = 5(1 +cos2t) konumuylal

r2 /2
:—f (1+cos2t)dt
2 Jo

2 /2

r 1 .
=2 —(t+ —=sin2t)
2 2

0

2

r2 r?

2 2

ar?

T4

cikar.
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