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B Dogrual Denklem Sistemleri

Denklem sitemi sonlu sayida degisken (belirsiz) iceren sonlu sayidaki
denklemden olusan esitlikler toplulugudur. Ozel olarak degigkenkerin
hepsinin derecesi 1 ise, sisteme dogrusal denklem sistemi denilir.
Ornegin,

3x+2y—-z=1=-2
+1 0
—Xt+-y—-z=
23’

1
—x+§y—z=0 (1.1)

toplulugu bilinmeyenleri x, y, z olan ii¢ bilinmeyenli iic denklemden
olusan bir dogrusal denklem sistemidir. Algiy1 kolaylastirmak icin ayni
adl bilinmeyenler alt alta yazilir.

Sistemdeki her denklemi saglayan x, y, z degerlerine sistemin bir
¢6zlim kiimesi denilir. Yukardaki sistemin her denklem

degerleri tarafindan saglanir. Dolayisyla, sirasiyla {x, y, z} i¢in {1, -2, -2}
degerleri (1.1) sisteminin bir ¢6z{im kiimesidir.

Bir dogrusal denklem sisteminin hi¢ ¢6zlimii olmayabilir, tek ¢oztimii
olabilir ya da sonsuz ¢6ziimii olabilir. Bilinmeyen sayisi iki ise, sistemdeki
her denklem diizlemde bir dogrunun denklemidir. Bu sistemin tek
¢6zlimiiniin olmasi i¢in dogrularin bir noktada kesismesi gerekir.

Sistemde ii¢ bilinmeyen varsa, sisteme ait her denklem {i¢ boyutlu
uzayda bir diizlem gosterir. Boyle bir sistemin tek ¢éziimiiniin olmasi
icin, diizlemlerin bir noktada kesismesi gerekir.

Sistemde bilinmeyen sayisi n > 3 ise, denklemlerin her birisi n-boyutlu
uzayda bir hiper diizlem gosterir. Hiper diizlemi duyu organlarimiz
farkedemez. Ancak akil ylirtitmeyle hiper diizlemin varhigini sdyleyebili-
riz. n boyutlu uzayda verilen dogrusal denklemin tek ¢dziimiiniin olmasi
icin sisteme ait hiper diizlemlerin tek bir noktada kesismesi gerekir.

Dogrusal denklem sistemlerine uygulamada cok karsilasilir. Bunlarin
ayrintih incelenmesi Dogrual (Lineer) Cebir derslerinde yapilacaktir. Bu
kitapta ispatlarin ayrintisina girmeden dogrusal denklem sistemlerinin
¢6ziimii icin pratik bilgiler verilecektir.

1. Grafiksel Coziim: Degisken sayisi 3 ii gecmiyorsa sistemi olustu-
ran denlemlerin grafigini cizerek, hepsinin bir noktada kesisip
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kesismedigini gorebiliriz. Bir noktada kesisiyorlarsa, o noktanin
koordinatlar1 aranan ¢6ziim olur.

2. Yerine koyma Sistem ait denklemleerin birisinden bir degiskenin
degeri 6teki(ler) cinsinden yazilabilir. Bu deger 6teki denklemlerde
kullanilirsa, sistemdeki denklem sayisi 1 azalir. Bu ise devam ederek,
degisken sayisini 1’e kadar indirebiliriz.

3. Eleme Yontemiyle Coziim: Gauss-Jordan yontemi olarak da bilinen bu
yontem esas olarak yerine koyma yontemine denktir. Sistemdeki iki
denklemde bir degiskenin katsayilarini esitledikten sonra toplama ya
da cikarma y6ntemiyle o degiskeni eleyebiliriz. Cikan denklemden bir
degiskeni cekip dteklerde yerlerine koyarsak, biitiin sistemde degisken
sayisi 1 azalir. Bu ise devam edersek sistemdeki degisken sayisini 1’e
kadar indiririz.

4. Matris Yontemi: Buyontem sistemdeki denklem sayis1 degisken
sayisina esit ve katsayilar matrisinin determinanti sifir degilse ¢ok
degiskenli sistemler icin kullanilan oldukca genel bir yontemdir.

Bu yontemlerin kullaniliglarini 6rneklerde inceleyecegiz.

Sonsuz Coziim

y=3/2

x=2

0 0 2 o 2

v

Ornek 1.1.

Sekil (1.1'deki x =3, y = % ve 2x — 3y = 1 sistemlerine ait denklemlerin
her birisi diizlemde bir dogru goésterir. Gercekten birinci denklemi
x+0y =2, ikinci denklemi 0x + y = % biciminde yazabiliriz.

Iki degigkenli her denklemin grafigi diizlemde bir dogrudur. Dogru
tizerindeki her nokta bir ¢6ziimdiir. Dolayisiyla iki degiskenli tek den-
klemden olusan bu ii¢ dogrusal denklem sisteminin her birisinin sonsuz
¢Oziimii vardir.

Tek goeiim

Simdi Sekil (1.2)'deki grafiklere bakalim. Birinci grafikte kesisen iki dogru,
ikinci grafikte paralel iki dogru, ligiincii grafikte ise calisan iki dogru
vardir.

(a) Birincide grafikler tek noktada kesistigi i¢in dogrusal denklem
sisteminin tek ¢dziimii vardir. Bu tiir sistemlere tutarl: sistem denilir.
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Sekil 1.2: Tek ¢6ztim, ¢oztim yok,sonsuz
¢Ozim

2x-3y=1
x+2y=1

2 0
2x-3y=1 | 2x-3y=1
24-6y=1 4x-6y=2

(b) ikinci sistemdeki denklemlerin grafikleri paraleldir. Kesismezler
(ortak noktalar yoktur). Dolayisiyla bu sistemin ¢6ziimii yoktur. Céziimii
olmayan sistemlere tutarsiz sistem denilir

(c) Ugiincii sistemdeki iki denklemin grafikleri ¢cakisiyor. Dogrular
tizerindeki her nokta her iki denklemi saglar. Dolayisiyla sistemin sonsuz
¢Oziimii vardir.

Ornek 1.2.
x-2y=-1
3x+5y=28 (1.2)
4x+3y=7

dogrusal denklem sistemini ¢éziiniiz.

Bu sistemi yerine koyma yontemiyle ¢dzelim. Bu sistem iki bilin-
meyenli ii¢c denklemden olusan bir sistemdir. Birinci denklemden |
x =2y — 1 yazabiliriz. Bunu ikinci (ya da {i¢iincii) denklemde kullanirsak ~
3(2y-1)+5y=8=11y =11= y =1 ¢ikar. Bulunan y degerini iigiincii den- \

klemde (ya da herhangi birisinde) kullanirdsak, 4x+3=7=4x=4=x=1 Sekil 1.3: x—2y01,3x5y =8,4x+3y =7
bulunur. C6ziim kiimesini bulunca mutlaka saglamasini yapomaliyiz.

Buldugumuz x, y degerleri her li¢ denklemi sagliyor Demek ki ¢oziim

{x, y} =1{1,1} dir. Co6ztigmii oldugu icin bu sistem tutarldir.

Ornek 1.3.

-3x+y =-2
(1.3)
x+y =-6
dogrusal denklem sistemini ¢éziiniiz.
Bu sitemi eleme yontemiyle ¢ozelim. y degiskenlerini katsayilar esit
oldugu icin, beska bir esitlemeye gerek kalmadan, ikinci denklemden
birinciyi ¢ikaralim: 4x = —4 = x = —1 bulunur. Bu degeri denklemlerden

birinde kullanirsak, 1+ y = =6 =, y = —5 bulunur. Saglamasini yapmak

icin bulunan degerleri her iki denklemde yerlerine koyarak esitliklerin Sekil 1.4: —3x+y=—2,—x+y—6
saglandigini gorebiliriz. O halde {x, y} = {—1, -5} ¢dziim kiimesidir.

Matrislerle Coziim

ajnxy QieXp+...a1pX,=by

ar1 X1 A2 X2 +...02nXn =b2 (1.4)

an1X1 GpaXa~+...anpXn = by,

sitemi n-bilinmeyenli n denklemden olusan bir dogrusal denklem sis-
temidir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii i¢in baslica {i¢ yontem izleyebiliriz.
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1. Gauss-Jordan Eleme Yontemi
2. Laplace Yontemi
3. Cramer YOntemi

Bunlarin nasil oldugunu érnekler iizerinde aciklayacagiz.

Denk Sistmler

Coziimleri ayni olan dogrusal denklem sistemlerine denk sistemler
denilir.

Yukaridaki dogrusal denklem siteminden su 6zeliklerin saglandigin
hemen gorebiliriz:

1. Sistemdeki iki denklemin yerleri degisirse denk bir sistem olusur.
i-yinci satir ile j-ynci satirin yer degistirmesini S; < s; simgesityle
gosterecegiz.

2. Sistemdeki denklemlerden birisi sabit bir say1 ile ¢arpilirsa, denk bir
sistem elde edilir. i-yinci satirin sabit bisr @ sayis ile carpimini aS;
simgesiyle gostercegiz.

3. Sistemdeki bir denklem sabit bir say1 ile ¢arpisip baska bir denklemle
taraf tarafa toplansa denk bir sistem elde edilir. i-yinci satirin «a ile
carpilip j-yinci satira eklenmesini S; + aS; ile gostercegiz.

n bilinmeyenli n denklemden olusan dogrusal denklem sistemi olan
(1.4) sisteminin katsayilar matrisi

an al2+...ay1p,
any a22+...ax, (1.5)
ap1 an2+...dapn

matrisidir. Bu matrisin satirlari iizerine yukarida séylenen islemler
yapilirsa, denk sistemin katsayilar matrisi elde edilir. Matrisin satirlari
tizerinde yapilan bu islemlere temel islemler diyecegiz.

1.4 sisteminin sag yani tek stitunlu

b
b

B=|"? (1.6)
by,

matrisidir. Benzer sekilde {x;, x2, ..., x;} bilinmeyenlerini tek kolonlu

X = 1.7)
Xn

matrisi bigiminde yazalim.
Dogrusal Denklem Sisteminin ¢éziimii i¢in su kurallar gecerlidir:
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1. Katsayilar matrisinin determinanti | A| # 0 ise A~! ters matrisi vardir.

2. Katsayilar matrisinin determinanti | A| # 0 ise, dogrusal denklem
sisteminin bir tek ¢6ziim kiimesi vardir.

3. Katsayilar matrisinin determinanti |A| = 0 ise, dogrusal denklem
sisteminin sonsuz ¢6ziim kiimesi vardir.

4. (1.4) dogrusals denklemini, yukarida anilan matrisleri kullanarak
AX = B biciminde yazabiliriz.

5. A~! ters matrisi varsa, AX = B matris esitliginin her iki yanini soldan
A~ ters matrisi ile carparsak X = A~ B esitligi bulunur. Bu esitligin
sol yanindaki X stitunmatrisi (1.4) dogrusal denklem sisteminin
¢OzUmii olur.

Indirgenmis Satir Esolon Bicimi

Bu ydontem eleme yonteminin bir bi¢cimidir. Katsayilar matrisinin sagina,
sistemde esitliklerin sagindaki siitun eklenir. Sonra temel matris islemleri
uygulanarak, soldaki matris birim matris haline doniistiiriiliir. Elde
edilen matris, verilen denklem sistemine denk olan bir denklemin
katsayilar matrisidir.

Ornek 1.4.

X+y+z =5
2x+3y+5z =8 (1.8)
4x+0y+5z =2

denklem sistemini ¢6ziliniiz.

Coziim:

Verilen denklemin katsayilar matrisine esitliklerin saginda olusan
siitun matrisini ekledikten sonra belirtilen temel matris islemlerini

yapalim:
11115 1 11| 5 11 1] 5
2 3 5 | 820 1 3 | 2|0 1 3 | -2
40 5 | 2 405 | 2 0 -4 13 | -26
(11 1s 11 | 5 110 | 7
13 S»,-38 S1-8:
5310 1 3 1 22010 4|™%o1 0 | 4
00 1 | -2 00 | -2 00 1 | -2
1 10 0 | 3
P 1 0 |
00 1 | -2
Bu matris
1x Oy 0z = 3
Ox 1y 0z = 4
Ox Oy 1lz = =2

denklem siteminin katsayilar matrisidir. Katsayilar matrisi izerinde
yalnizca temel matris islemleri yapilnmistir. O halde, son denklem
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sistemi, basta verilen denklem sistemine denktir; yani her ikisinin de

¢6ziim kiimeleri aynidir. Son sistemin ¢6ziim kiimesi {x, y, z}0{3,4, -2}
kiimesidir. O halde bu kiime verilen ilk denklem sisteminin de ¢6ziim
kiimesidir: x =3, y =4,z = -2.

Escarpan ve Determinant Kullanilarak Ters Matrisin Bulunusu

Escarpan ve determinant yardimiyla bir A matrisinin tersinin bulunmasi
bes adimda gerceklesir:

1. A matrisinin |A| determinanti bulunur.

2. A matrisinin mindrleri hesaplanir.

3. A matrisinin cof(A) escarpani (cofactor) bulunur.

4. cof(A) escarpamnin [cof (A)] T devrigi (transpose) bulunur.

5. [cof(A)]" devrigi & ile carpilr.

|A|
Ornek 1.5.
1 4 -1 O
2 3 5 =2
A=
0 3 1 6
3 0 2 1
matrisinin tersini bulunuz.
Coziim
Adim 1: A matrisinin |A| determinanti:
1 4 -1 0
2 3 5 -
|A| = =434
0 3 1
3 0 2

olur.

Adim 2: A matrisinin mindrleri:

A matrisinin i-inci satir ve j-yinci kolon minériinii A;; ile gdsterelim:

3 5 -2
A=Y 3 1 6 |=+(-60)=-60
0 2 1
2 5 -2
Ap=CD"2lo0 1 6 |=-(74)=-74
3 2
2 -2
Ais==D"3lo 3 6 |=+(78)=-78
3 0 1

2 3
A==D"0o 3 1|==(-24=24
30
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4 -1 0
An =113 1 6|==(-41=41
0 2 1

1 -1 0
Ap=1**210 1 6|=+(-29)=-29

3 2 1

1 4 0
Ap=(-1D*"3[0 3 6|=-(75=-75

3 01

1 4 -1
Ay =(1D**[0 3 1 |=+027=27

3 0 2

4 -1 0
An=(=1D*1[3 5 -—2|=+@39=39

0 2 1

1 -1 0
Ap=(13*2[2 5 —2|=-a7)=-17

3 2 1

1 4 0
As3=(-13"3[2 3 —2|=+(-29)=-29

30 1

1 4 -1
Ass=(-1%"*[2 3 5 |=-(59=-59

30 2

4 -1 0
An=CD*"1[3 5 -—2|=-0152=-152

3 1 6

1 -1 0
Ap=D**2l2 5 —2|=+44)=44

0 1 6

1 4 0
Ap=(=D*"3[2 3 —2|=—-(-24)=24

0 3 6

1 4 -1
Au=CD"2 3 5 |=+(-26)=-26

03 1

olur.

Aduim 3: A matrisinin cof(A) escarpani (cofactor):

A matrisi icin yukarida bulunan minérler yerlerine konulursa;

-60 -74 -78 24
41 -29 75 44
39 -17 -29 -59

-152 24 24 -26

cof(A) =

olur.

25
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Adim 4: cof(A) escarpaninin devrigi:

-60 41 39 -152
74 =29 -17 27
78 =75 =29 24
24 44 -59 -26

[corca)"=|"

olur.

Adim5: A7l= ﬁ [cof(A)] T matrisinin hesaplanmast:

Ornek 1.6.
1 4 -1 O
2 3 5 =2
A=
0 3 1 6
3 0 2 1
matrisinin tersini bulunuz.
A matrisinin tersi
1 1
-1 T .
=—|cof(4)] =—ladj(A)
T leosa]” = —ladj )]

formiiliinden cikar. co f(A) 6nceki 6rnekte bulundu. Onun devrigini
(transpose) alip, | A| determinanti ile yukaridaki formiilde yerlerine
yazarsak A~! ters matrisini bulmus oluruz:

30/217 —41/434 -39/434 76/217
1| 37/217  29/434 17/434  22/217
-39/217 75/434  29/434 12/217
-12/217 -27/434 59/434 13/217

x=-2y=-1
3x+5y=8 (1.9
4x+3y=7

Ters Matris Kullanilarak Denklem Sisteminin Coziimii

Ornek 1.7.
x +y+ z = 6
+2y+ 5z -4 (1.10)
27

2x +5y+ -z

dogrusal denklem sisteminin ¢dziim kiimesini ters matsis kullanarak
bulunuz.

Coziim

Verilen 1.10 sisteminin katsayilar matrisi,

1
2 5 (1.11)
5

ve sag yan matrisi

B=|-4 (1.12)
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siitun matrisidir. Bilinmeyenler matrisi

(1.13)

b
I
N < R

dir. Buradan verilen 1.10 sisteminin katysayilar matrisinin tersini, minér-
lerini hesaplayarak bulursak;

-1

11 L (27 6 3
Al=[o 2 5 =—7| 10 -3 -5 (1.14)
2 5 -1 -4 -3 2

olur.
Artik verilen 1.10 sistemini matris biciminde yazabiliriz.

X 1 =27 6 3 6 1 -105 5
X=|y|l=—7]10 -3 -5||-4|=—=|-63]|=]3 (1.15)
=21 =21
z -4 -3 2 27 42 -2

olur. Buradan ¢dziim kiimesinin
x=5y=3,2z=-2

olldugu goriiliir. Coziim eislemlerini dogru yapip yapmadigimizi denetle-
mek istersek, buldugumuz bilinmeyenleri verilen denklem sisteminde
yerlerine koyarak saglama yapabiliriz.

Dogrusal Denklem Sisteminin Cramer Yontemiyle Coziimii

Iki Bilinmeyen icin Cramer Formiilii

Cramer yontemiyle ¢6ziim determinant hesaplarina dayanir. (1.4) sitemi
verildiginde her i = 1,2,..., n icin katsayilar matrisinde i-inci kolona
sirayla sistemin sag yanindaki tek siitunlu matris yazilir. Bu matrisin
determinanti A; ile gosterilir. Buna gore, sistemin ¢6ziim{i,

Aq AV

Ay
= x2 = = —_—
|Al |Al

X1 =
|Al

Xn

kiimesidir.

Uyan 1.8. |A| =0 veA; # 0 olacak bi¢imde bir j indisi varsa AX = B
dogrusal denklem sisteminin hig bir ¢6ziimii yoktur.

Ornek 1.9.

2x+y+z=3
x-y-z=0 (1.16)
X+2y+z=0

dogrusal denklem sistemini Cramer yontemi ile ¢dziiniiz.
Coziim
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Ornek (28.2) sisteminin katsayilar matrisinin determinantini, Sarrus
yontemiyle kolayca bulabiliriz.

2 1 1
[Al=]1 -1 -1{=3 (1.17)
1 2 1

olur. Ote yandan bilinmeyenlere karsilik gelen determinantlar;

3 1 1
|[Dgl=10 -1 -1|=3 (1.18)
0 2 1
2 3 1
IDyl={1 0 -1|=-6 (1.19)
1 0 1
ID,| = |2 1 3) -9 (1.20)
Coztim kiimesi,
D 3 D -6 D
Al 3 |Al 3 |Al 3
olur.

Iki bilinmeyhen icin Cramer Formiilii: Cramer yontemi iki bilinmeyenli
iki denklemden olusan sistemlere kolay uygulanir.

a)x +b1y =d (1.21)
arXx +b2y ng )

denklem sisteminin ¢éziimii D, Dy, D), matrisleri

di b
D= Zdb —db
d2 bz ' 102 201

d b
D, = =diby—dsb
X dg bg ‘ 102 2U1

ay d1
D,= =aydy—axd
y a d2 aydz —axay

olmak tizere, Sistemin x, y bilinmeyenleri

Dx DJ’
x=—,quady=—
p macy=p

esitlikleri ile verilir. Burada su 6zel durumlara dikkat edilmelidir:

Durum 1: D =# 0 ve ise sistemin bir tek ¢6ztim{i vardir. Sistem tutar-
lidar.

Durum 2: D = 0ve Dy # 0 ise sistemin ¢ozlimii yoktur. Sistem tu-
tarsizdir.

Durum 3: D = 0ve Dyy # 0 ise sistemin ¢6ziimii yoktur. Sistem
tutarsizdir.

Durum 4: D = 0 ve Dy = D), = 0 ise sistem tutarhidir; sonsuz ¢6ziim
vardir.
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Ug Bilinmeyen icin Cramer Formiilii

Cramer yontemi ti¢ bilinmeyenli ti¢ denklemden olusan sistemlere de
kolay uygulanir.

amx +biy +caz=d
ax +by +oz=d 1.22)
asx +b3y +c3z=ds3

denklem sisteminin ¢6ziimii D, Dy, Dy, D, matrisleri

a) b1 C1
D= ay bg C2
as b3 C3
d b «a
Dx = dg bg C2
ds bz c3
a) dl C1
Dy =\|ap dg C2
as dg C3
a bl dl
DZ =\|a bg dz
as bs ds

olmak tizere, Sistemin x, y bilinmeyenleri

D, Dy __D.

YD YD T

esitlikleri ile verilir. Burada su 6zel durumlara dikkat edilmelidir:
Durum 1: D =# 0 ve ise sistemin bir tek ¢6ziimii vardir. Sistem tutar-
lidar.
Durum 2: D = 0ve Dy # 0 ise sistemin ¢dziimii yoktur. Sistem tu-
tarsizdir.

Durum 3: D = 0 ve D), # 0 ise sistemin ¢6ziimii yoktur. Sistem tu-
tarsizdir.

Durum 3: D = 0 ve D, # 0 ise sistemin ¢dziimii yoktur. Sistem tu-
tarsizdir.

Durum4: D =0,quadve Dy = Dy, =0, D, =0 ise sistem tutarhdir;
sonsuz ¢6zim vardir.

Ornek 1.10.

3x -y =7

(1.23)
2x +3y =1

sistemini Cramer yontemiyle ¢c6ziiniiz.

3 -1

D= ‘:9—(—2):11
2
7 -1

De=| ':21—(—1):22

(2,-1)

Sekil 1.5: Coztim: (2,—-1)
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3 7
2 1

Dy = =3-14=-11

oldugundan, Cragmer fornmiiliinii uygularsak,

D, 22 Dy -11_

=—= X
D 11 D 11

cikar.

Ornek 1.11.

2x +4y -2z =7
6x +2y +2z =8
2x 2y +4z =12
sistemini Cramer yontemiyle ¢c6ziiniiz.
Coziim:
Sarryus yontemiyle,

D=-24, Dy=-24, D,=24, D,=-48

bulunur. Buradan Cramer formiillerini yazarsak,

D, -24 D, 24 D, -48
== — = x:—:—_—]_, Z:—=_=2
D -24 D -24 D -24
cikar.
Alistirmalar
1.
x +y +z =5
x -4y +z =35C0zum:(5,35,—-18)
x -3y +4z =12
2.
2x -y +6z =10
-3x +4y -5z =11
8x -7y -9z =12
Coziim:
o D, -1499 _ Dy 1492 D, -16
D -141 D 141’ 7 D 141
3.
2x -y +z =2
3x +2y -z =-3
x +2y +2z =10
sistemini ¢oziiniiz.
Coziim:
_ Dy 100 Dy -150 D, -25

= — y= = , Z = —
D -50 D =50 D -50
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