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W] Matrisler ve Determinantlar

Matrisler

Matris, nesnelerin dikdértgensel bir bicemde diizenlenmesidir. Matris
icine konulan 6gelere, matrisin 6geleri ya da bilesenleri diyecegiz. Mat-
risler giinliik yasamda ¢ok kullanilan nesnelerdir. Ornegin, bir tren
istasyonunda trenlerin hareket saatlerini gosteren tablo bir matristir. Bir
lokantada miisteriye sunulan yemek listesi bir matristir. Bir sinif listesi
bir matristir.

Bu kitapta bilesenleri gercel sayilar olan matrisleri konu edinecegiz.

Ornek 1.1.

A:(s)

matrisi 1 x 1 tipinden bir matristir. Tek bileseni (6ge) 1 dir.

5 3 7
A =
(8 -9 6)

matrisinin 2 satir1 ve 3 kolonu vardir. 2 x 3 tipinden bir matristir.

1 2 3
A=|-4 -5 6
7 12 0

matrisinin 3 satir1 ve 3 kolonu vardir. 3 x 3 tipindendir.

Satir ve Kolon

Birden ¢ok bileseni olan matrislerde, yatay dogrultuda ve ayni hizada yer
alan bilesenlerden olusan kiimeye safir, diisey dogtultuda ve ayni hizada
yer alan bilesenlerden olusan kiimeye de kolon (siitun) denilir. Ornegin,

-1 3 7
2 -4 -3

matrisi 2 x 3 tipinde olan bir matristir. Birinci siradaki bilesenleri {—1,3, 7}

iki satir1 ve ti¢ kolonu olan

A=

dir. Bunlardan olusan kiime matrisin birinci satiridir. {2, -4, —3} kiimesi
matrisin ikinci satiridir.

{—1, 2} kiimesi matrisin birinci kolonu, {3, —4} kiimesi matrisin ikinci
kolonu, {7, -3} kiimesi matrisin {i¢lincii kolonudur.

m, n dogal sayilar olmak {izere m satir1 ve n kolonu olan matris
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bigemindedir. Buna m x n tipi matris denilir. Bazen ( ) parantezi yerine [ |

parantezi de kullanilabilir:

an a2 a)s,

az azp azs,
A =

aml Am2 Am3,

.y Aln

AN/ 737

e, Gmn

A matrisinin m satir1 ve n kolonu vardir. Bu tiir matrislere mx n tipindendir

diyecegiz, Matrisin her satir1 ve her kolonunu birer vektérdiir.

Matrisin Bilesenleri

an a2 as,

a1 azo azs,
A=

aml Aam2 Qan3,

ey Aln

N 73 7)

ey Amn

matrisini olugturan a; ; 6gelerinin her birisi matrisin bir bilesenidir.

Bazen bunlara matrisin dgeleri de denilir.

A matrisinin i-inci satir1 ile j-inci kolonu i¢inde yer alan 6geyi [A];; ya

da a;j simgesiyle gisterecegiz.

Ornegin,
1
A=|-3 3
7
matrisi icin
a;p=1 ap =2
az =-3 azp =3
as) = 7 asp = 5

olur.

Matris Islemleri

a13:5
612326
a33:2

Say1 kiimeleri tizerinde yaptigimiz toplama, ¢ikarma ve bélme islemleri

matrisler tizerinde cok kisith olarak yapilabilir.

Satir ve kolon sayilari karsilikli olarak esit olan matrislere ayni tipten

matrisler denilir.

Matrislerin Toplami

Ayni tipten olan iki matris toplanabilir. A =

(aij) ve B = (b;j) matris-

lerinin toplamyi, ayni indisli bilesenlerinin toplamindan olusur.
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[Al;j +[Blij = [A+Bl;j = (a;j + b;)

Ornegin,
1 2 3 4 -3 6 5 -1 9
-3 2 1| + |2 1 -5|=|-1 3 -4
4 5 2 1 4 2 5 9 4

Teorem 1.2. Toplama islemi yer degisebilir (commutative).

A+B=B+A

Matrislerde Cikarma

Ayni tipten olan iki matrisin birisinden 6tekisi ¢ikarilabilir. Cikarma
islemi toplamanin tersidir. A = (a;;) ve B = (b;;) matrislerinin farki, ayni
indisli bilesenlerinin farkindan olusur.

[Al;j - [Blij = [A-Bl;j = (a;j — b;})

Ornegin,
9 6 -3 4
-3 4| —-16 2 |=|1-9 2
1 5 7 4 -6 1

Teorem 1.3. Cikarma islemi yer degisemez (noncommutative).

A-B#B-A

Matrisin Sayt ile Carpimzi

Tanim 1.4. A matrisinin A sayist ile carpimi matrisin her bileseninin A
sayisi ile carpinudar.

ai1 a2 a13,...,4in Aain  Aaip Aais,...,ain

A=| ap ai ajs,...,ain | ise AA=| Aaj Aajy Aajs,...,Aaip

aml  am2 aAm3,---»Amn Aami  Aame  Aams,...,Aamn
olarak tanimlanir.
Ornek 1.5.
2\ . 1 2 3.1 3.2 3 6
A= ise3A=3 = =
4 3 4 3.3 34 9 12

olur.
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Matrislerin Carpimai

A matrisinin kolon sayis1 B matrisinin satir sayisina esitse A x B ¢arpimi
tanimhdir. Bu kosul ¢arpma islemi i¢in gerekli bir kisitlamadir. Bu kosulu
saglamayan iki matris carpilamaz.

Sayilarda yaptigimiz gibi, matris carpimimi A x B, A.Byada AB
simgelerinden birisiyle gosterecegix.

A x B = C carpiminda A nin i-inci satirin bilesenlerinin B nin j-inci
kolonunun bilegenleriyle karsilikli garpimlarinin toplami, ¢arpimin c;;
bilesimine esit olur.

Matrislerin ¢carpimi, matrisin bir say1 ile carpimindan farklidir. Satir
vektorlerinin kolon vektorleriyle skalar (dot products) carpimindan
esinlenerek, matrislerin carpimina noktasal ¢arpim (dot product) da
denilir. Bu kitapta matris ¢arpima terimini kullanacagiz.

Teorem 1.6. Carpma islemi yer degisemez (noncommutative).

AxB#BxA

Olumsuz bir 6rnek gostermek 6nermeyi kanitlamaya yeter.
1 2 2 0 4 4
X =
3 4 1 2 10 8
2 0 1 2 2 4
X =
1 2 3 4 7 10

Yapilan 6rnekleri genellestirerek, iki matrisin ¢arpimini tanimlayabili-
riz.

Tanim 1.7.

A= (a;;) mx ntipinden bir matris, B = (b;;) n x p tipinden bir matris
olmak ve AB ¢arpim matrisi C = (c;;) ile gosterilmek lizere

n
cij= aibr; i=12,...,m j=12,.,p. (1.1)
k=1

dir. Burada A matrisinin kolon sayisinin B matrisinin satir sayisina esit
olmasi gerekir. C ¢carpim matrisinin kolon sayis1 A matrisinin kolon
sayisina ve satir sayisi ise B matrisinin satir sayisina esittir. Carpimin c;
0gesi, A matrisinin i-inci satir vektorii (matrisi) ile B matrisinin j-inci
kolon vektoriiniin (matrisinin) noktasal carpimidir.

Teorem 1.8. Carpma islemi su ézelikleri saglar:

1. (AB)C = A(BC) (Birlesme (associative))

2. (A+B)C= AC + BC (sagdan dagilma (distributive))
3. C(A+B)=CA+CB (soldan dagilma)

4. OA=AO =0 (O sifir matris)

Ornek 1.9.
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2 1 1 0
1 0 3 5 1 13 15
0 -1 3 1=

2 1 -1 31 1 -4
0 4 5
Ornek 1.10.
2 3\ ([x X+2y+3z
0 1 -1]|ly|= y—z
-2 3 0/)\z —2x+3y
Ornek 1.11.

Asagidaki matris ¢carpimini yapiniz:

3 0 -2)(2 1 6 7
AB=]1 1 2]|3 0]|=|5 -3
-1 1 -1J\0 -2 1 1

olur.

Carpimuin Strast Degisemez
Ornek 1.12.

Ornek 1.13.

1 -1) (1 2} (-2 2
1 2)18 o) |7 2
Ikiden ¢cok matrisin Carpimi

Carpimin birlesme (associativity) 6zeligi kullanilarak, ikiden ¢ok matrisin
carpimi yapilabilir. 6rnegin, A(BC) = (AB)C esitliginden yararlanilarak
i¢ matrisin ¢carpimi yapilabilir. Bu islemde ¢arpanlarin sirasi yer degise-
mez ve ard arda ¢arpimlarda carpma islemlerinin tanimli olmasi gerekir.

Matrisin Devrigi (transpose)

Bir A matrisinin satirlar ile siitiinlarinin yer degistirmesi durumunda
olusan matrise A nin devrigi (transpose) denilir ve AT ile gosterilir.
A= (a;j) ise AT = (aj;) dir. Buna gore,

aj1 a2z as,...,ain a1 a1 agl,...,aml

A= a; . . . ise AT = . . . .
=1 ai a2 Aj3s--s Aain | 1se =laa a2 azi--- Ami
aml am2 Am3,---, Amn dlpn @2n  A3p,---,Amn

olarak tanimlanir.
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Matrislerin Carpiminin Devrigi

Teorem 1.14. Carpinun devrigi matrislerin devriklerinin ¢carpimina esittir.

AB=C= (AB)T =cT =BT AT (1.2)

olur.
Kanut:
A= (a;j) ve B = (by;) oldugunu varsayarsak, ¢arpim tanimindan

T _ ... — . .
Cij = Cji —%a]kbkt

yazabiliriz. Bilesenlerin gercel say1 oldugunu diisliniirsek, carpma
isleminde yer degistirebilme 6zeligini kullanarak

Y ajibii =Y briajk
3 3
Y buiaje =3 bi.ag;
3 k

olur. Buradan (1.2) esitligi cikar.
Teorem 1.14, ikiden ¢ok matrisin carpimi icin de gecerlidir. Ornegin,

(ABCD) = (€cD)" (AB)" = (DT c")(BT ATy =D CTBT AT
esitligi kolayca saglanabilir. Bunu genellestirmek istersek,

(A1As... AT = AT AL .. AT

esitligi yazilabilir.

Matrislerde Bolme

Sayilarda var olan bélme islemi matrislerde tanimh degildir. Ancak
ax = b denkleminin ¢6ztimii i¢in bilinen
b

x=—=a'b 1.3)
a

esitligine benzer bir eylemi bazi matrisler icin yapabiliriz. A ile B sabit iki
matris, X bilinmeyen bir matris olmak {izere

AX=B (1.4)

denkleminin ¢6ziimii, bazi kisitlar altinda

X=A"'B (1.5)

biceminde yazilabilir. Bu eylemi kisith bir matris bolmesi olarak diistinebili-
riz.

Ancak, A matrisinin A~! ile gosterdigimiz tersini bulmak icin deter-
minantlar ile ilgili 6n bilgileri bilmemiz gerekiyor. Bu konu dogrusal
denklem sistemlerinin ¢éziimdi ile de ilgilidir. O nedenle, ters matris
bulmay sonraki béliime birakacagiz.
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Matris Tiirleri
Kare Matris

Satir sayis1 kolon sayisina esit olan matrise karesel matris ya da kare
matris denilir.

Ornek 1.15.

1 2
A=[-3 3
7 5

matrisi 3 x 3 tipinden bir karesel matristir.

Sifir Matris

Biitiin bilesenleri 0 olan matrise sifir matris denilir:
0 0 O
Oo=(0 0 O
0 0 O
matrisi 3 x 3 tipinden sifir matristir.

Kare Matrisin Kosegenleri

Sol tist koseden sag alt koseye giden dogrultu lizerindeki bilesenler, kare
matrisin asal (birincil) késegenini olusturur. Sag tist koseden sol alt
koseye giden dogrultu tizerindeki bilesenler, kare matrisin yedek (ikincil)
kosegenini olusturur.

Kare Matrisin Kuvveti

A bir kare matris ise A matrisini kendisiyle art arda ¢arpabiliriz. Sayilarda
yaptigimiz gibi, matrisin kuvvetleri icin de

A=A AA=A*, AAA=A, .. .AA.. A=A"
simgelerini kullaniriz.

Birim Matris

Asal kosegen tizerindeki bilesenleri 1 e esit olan, 6teki biitiin bilesenleri 0
olan kare matrise birim matris denilir. Ornegin,

1 0
I=]|0 1
0 0

—= o O

matrisi 3 x 3 tipinden birim matristir.

Teorem 1.16. Birim matris ile ¢arpildiginda ¢arpilan matris degismez.
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Baska bir deyisle carpim taniml oldugunda birim matris carpma
isleminin birim dgesi gibi davranir.

3 2 1 1 0 0 3 2 1
Al=1-2 1 3|0 1 0f=]-2 1 3 |=A
4 6 -1J\0 0 1 4 6 -1

1 0 0}y({3 2 1 3 2 1
ILA=]10 1 0O|f-2 1 3 (|=]-2 1 3 |=A
0 0 1)\4 6 -1 4 6 -1

Simetrik Matris

Devrigi kendisine esit olan matrise simetrik matris denilir:

AT =4

Anti Simetrik Matris

Devrigi kendisinin ters isaretlisine esit olan matrise anti simetrik matris

denilir:
AT=-A
Ornek 1.17.
1 2 3 1 1 1
A=]|4 5 6| ve B=|1 1 1| matrisleriverilsin.
7 8 9 1 1 1
Bunlarin ¢arpimi
1 2 3)(1 1 1 6 6 6
AB=|4 5 6|1 1 1|=|15 15 15
7 8 9J\1 1 1 24 24 24
olur. Buradan ¢arpimin devrigi,
T
6 6 6 6 15 24
AaBr=115 15 15| =|6 15 24
24 24 24 6 15 24
cikar. Ote yandan
1 1 1 1 4 7
B'=|1 1 1| ve AT=|2 5 8
1 1 1 3 6
oldugu diisiiniiliirse
1 1 1}\(1 4 7 6 15 24
BTAT=11 1 1|2 5 8|=|6 15 24
1 1 1)\3 6 9 6 15 24

esitligi kurulur.
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Uyar1 1.18. Bu sonug genel hal i¢in de dogrudur; yani A ve B matrislerinin
carpimi tanumlyise (AB)T = BT AT egitligi vardur.

Ters Matris

B matrisinin A matrisiyle soldan ve sagdan ¢arpimlari birim matris
oluyorsa, B matrisine A matrisinin carpmaya gore tersidir, ya da kisaca
tersi'dir denilir:

AB=1=BA

A matrisinin tersi A™! ile gosterilir. Buna gore, yukaridaki esitlikler

AAT ' =T1=A"1A

bicimini alir.

Ucgensel Matris

Karesel matrisin asal kbésegeninin altinda kalan biittin bilesenleri sifira
esitse, matrise list kosegenel matris denilir. Benzer olarak, karesel ma-
trisin asal k6segeninin iistiinde kalan biitiin bilesenleri sifira esitse,
matrise alt kosegenel matris denilir.

Ornek 1.19.
1 2 5 4
0 3 6 0
A=
0 0 2 -3
0 0 0 8

matrisi tist kosegenel matris,

'S
\]

N w o ©

© O O O

matrisi alt késegenel matristir.

IR Moatrisin Izi (trace)

Asal kosegen tizerindeki bilesenlerinin toplamina matrisin izi (trace)

denilir.
Ornek 1.20.
3 0 7 4
-2 4 5 3
A=
2 7 -1 0
7 -2 7 8

matrisinin izi
iz(A)=tr(A)=3+4+(-1)+8=14

olur.
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Ornek 1.21.

Ornek (1.20)'de verilen A matrisi icin AAT ve A%2 = AA matrislerini

bulunuz.
Coziim:
74 41 -1 182 51 41 42 44
T 41 54 29 37 2 17 45 22 28
AA° = ve A=
-1 19 54 -7 -18 21 50 29
102 37 -7 166 95 25 88 86
olur.

Ornekler

1 2
v=|2 b=14
3 6
Matrsisleri veriliyor. u ile b matrislsri benzer oldugundan toplamlar:

ve farklar1 tanimhidir. Ama carpimlar1 taniml degildir. Ancak birisinin
devrigini (transpose) alirsak carpimi yapabiliriz:

2 1 3
b+v=|4|+]|2]=|6
6 3 9

2
bl =4 (1,2,3) = (28)
6

b".v=(2,4,6) = (28]

Matrisin Uzunlugu (size)

Bir matrisin uzunlugu (size) satir ve kolon sayilarini toplamidir. Ornegin,

1

2

3

matrisinin uzunluga 1 dir
3 -2 2 7
0 4 7 =2
A:

7 -1 7
4 3 0 8

matrisi veriliyor. Bu matrisin uzunlugu 4 + 4 = 8 dir.
AmatsiicinAAT ve A> = AA matislerini bulunuz.

74 41 -1 102
AAT =141 54 19 37
-1 19 54 -7



1.7 Matrisin Uzunlugu (size)

ve

olur.

41
45
21
25

42
22
50
88

44
28
29
86

13
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